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Introduccion

La asignatura Elementos de Matematica (EM) constituye, para el ingresante a
las carreras Ingenieria Quimica (IQ) y Lic en Analisis Quimicos y Bromatoldgicos (LAQYB)
un primer contacto con la matematica universitaria, es decir, el estudio y el uso de las
herramientas bdsicas de la matematica.

Su ubicacién espacio-temporal se constituye en un verdadero desafio y al mismo
tiempo le otorga una interesante oportunidad.

Desafio, porque debe trabajar con los conocimientos previos que traen los
estudiantes del nivel secundario adecuandolos al perfil requerido en las carreras de
ingenierias donde el calculo ocupa un lugar importante. Pero, fundamentalmente, lograr
qgue los jovenes aprendan a estudiar matematica y se introduzcan en el pensamiento
matemadtico que seguiran desarrollando en Analisis | y a lo largo de toda la carrera.

Oportunidad, porque a través de EM se busca que los estudiantes perciban la
potencia de la matematica como herramienta para el estudio de fenémenos y
problemas de tipo cuantitativo como los que ocupan a la fisica, la quimica, la ingenieria,
entre otras.

El Cuaderno de Catedra Elementos de Matematica es una herramienta para el
estudio de la asignatura y eje vertebrador de las actividades a desarrollar en las clases,
abordando las cuestiones necesarias de conocer, analizar y profundizar para poder
avanzar en los conocimientos matematicos requeridos en un nivel universitario.

La presentacion tedrico-practica refleja la metodologia adoptada para el trabajo
en las clases presenciales y se constituye en una guia para el desarrollo de los conceptos
y las actividades durante las mismas, donde la actividad matematica estara coordinada
por profesores.

El tratamiento de los conceptos se da en forma sintética y, de ningin modo se
intenta reemplazar a la bibliografia existente sobre los temas aqui tratados, se aconseja
al estudiante recurrir permanentemente a dichos textos matematicos para profundizar
y/o ampliar los mismos, con el fin de lograr un mejor aprendizaje. Fundamentalmente
persigue el desarrollo de competencias basicas para un futuro ingeniero: el estudio y
trabajo autonomo para lo cual se presenta una propuesta de ejercicios y problemas
“para seguir avanzando”.

En la unidad 1. Nociones de légica proposicional y conjuntos numéricos, se
trabaja el concepto de proposicién, las operaciones proposicionales, sus leyes vy
cuantificadores. Operaciones con conjuntos y propiedades de conjuntos numéricos.



En la unidad 2. Se estudia el conjunto de los numeros reales, sus propiedades
algebraicas y de orden, las operaciones en R, ecuaciones e inecuaciones, distancia,
sumatoria.

En la unidad 3. Polinomios. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Se revisan los
conceptos y definiciones de polinomios, grado, como se ordenan, completan y
factorizan. Se resuelven ecuaciones y sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas.

En la unidad 4. Sistemas de medicidn de angulos, uso de la calculadora cientifica,
funciones trigonomeétricas y relaciones entre las funciones trigonométricos de angulos
agudos en tridngulos rectangulos, y nociones basicas de Numeros Complejos, sus
propiedades y operaciones basicas.

En todos los capitulos se da un breve abordaje de conceptos acompafiados de
ejemplos, se presentan algunas definiciones y actividades de estudio que se han
organizado segun el procedimiento que se espera realicen los estudiantes y
caracterizados por “iconos” particularizados de la siguiente manera:

:ﬁéy
g":-' para ser resueltas en clase.

E para estudiar, profundizar.

J: para analizar en base a propiedades, definiciones, teoremas.

Cabe destacar que este Cuaderno, deriva del proyecto de investigacion cddigo
16Q597 “Relaciones entre innovaciones curriculares y procesos de mejora en las
prdcticas de ensefianza y en los aprendizajes de los estudiantes. La cdtedra Elementos
de Matemdtica en el contexto de la adecuacion del ingreso en la FCEQyN”. Un proceso
de reflexion- accién al interior de la catedra Elementos de Matematica de IQ;
involucrando a docentes y auxiliares de la misma; el mismo se inicia en 2015 con la
Adecuacion al Sistema de Ingreso para Ingenieria Quimica (Res. N°457/14) que plantea
una innovacion curricular: quitar el cursillo y el examen de ingreso de 1Q, posibilitando
a los aspirantes iniciar su carrera cursando dos asignaturas del plan de estudio:
Elementos de Matematica e Introduccién a la Ingenieria Quimica.

Como produccion de ese compromiso nace la primera edicién del cuaderno de
estudio. Participaron del Proyecto: Mgter. Prof. Margarita del C. Benitez, Ing. Nora
Freaza, Prof. Barbara Ivaniszyn, Prof. Alejandro Verdn, colabord: Mg. Claudia Lagrafia.

En esta oportunidad presentamos la 2da Edicidn, luego de los ajustes derivados
de su utilizacidn en el aula durante cinco afos.

Se espera que los resultados del trabajo contribuyan a la mejora de los
aprendizajes de los estudiantes.



UNIDAD 1. NOCIONES DE LOGICA Y CONJUNTOS

NOCIONES DE LOGICA PROPOSICIONAL

Introduccion

El objeto de estudiar légica proposicional es conocer los métodos para distinguir
el razonamiento valido del incorrecto. Esto nos interesa debido a que el estudio de las
Matematicas exige razonar en forma vdlida acerca de objetos abstractos. Una
aproximacion al lenguaje formal es posible mediante el uso adecuado de los elementos
de la ldgica proposicional. Esto nos permite introducir simbolos y conectivos para
construir expresiones formales con estructura ldgica valida, descartando las
contingencias y optimizando pensamiento.

En esta unidad introduciremos el concepto de proposicidn, las operaciones
proposicionales, sus leyes y la cuantificaciéon de funciones proposicionales. También se
tratard en qué casos una condicién es necesaria y suficiente, y cudndo un razonamiento
es valido.

Proposiciones

Consideremos las siguientes oraciones:
a) iCorre!
b) 2 esndmero primo.

De la primera no se puede decir si es verdadera o falsa, ya que es imperativa; en
cambio (b) es verdadera.

Proposicion es una expresion declarativa con sentido en un
lenguaje, que afirma o niega algo, proporciona una informacion, y se
caracteriza por el hecho de ser verdadera o falsa.

Para denotar proposiciones se utilizan letras: p,q,r, ...
Por ejemplo: p = Posadas es capital de Misiones.

g =5 es menor que 3.

La veracidad o falsedad de un enunciado se denomina valor de verdad o valor
Iégico, de la proposicion y se simboliza mediante “7” .



De los ejemplos, tenemos
p) =V y ?7(a)=F

@‘ﬁl 1. éLos siguientes enunciados son proposiciones? En el caso de
serlo, indicar el valor de verdad de cada una de ellas.

a) 5 esnumero par.

b) éllueve?

c) Los tridngulos equildteros no tienen tres lados congruentes.
d 2+2=3

e) -5+2

f)  Cierre la puerta, por favor.

FUNCIONES PROPOSICIONALES Y SU CUANTIFICACION

Funcion Proposicional

Para hacer referencia a una propiedad o caracteristica general de un conjunto,
en matematica, se utilizan expresiones de la forma P(x), llamadas predicados, referidas
a un elemento indeterminado perteneciente a un conjunto.

Asi, a todo elemento x de un conjunto se puede asociar un predicado P(x), el cual
tomara uno u otro valor de verdad, dependiendo de x.

Ejemplo: para hacer referencia al conjunto de los niUmeros enteros (Z) impares,
se escribe en forma simbdlica:
P(x):x€Z, x esimpar

Esta expresién no es una proposicion, pues no es posible determinar la verdad o
falsedad del enunciado, a menos que otorguemos un valor a x.

P(2):2esimpar F P (3):3esimpar Vv

Para cada valor dado a x, se tendra una proposicion. A expresiones de este tipo
se las llama Funciones o Esquemas Proposicionales.

Funcion proposicional en una variable x, es toda oracion en la que

figura x como sujeto, la cual se convierte en proposicion al especificar x.

Existen funciones proposicionales con dos indeterminadas. Por ejemplo, en el



conjunto de los Naturales (N), la funcién:

P (x,y): x es divisor de y

Esta funcién proposicional pasa a ser proposicién cuando se particularizan los
valoresde x e v.

P(2,6):2esdivisorde6 V P(5,12):5esdivisorde12 F
@7ﬁ 2. Si es posible, asignar a las variables que aparecen en las siguientes

expresiones un valor real de modo que resulten proposiciones
verdaderas.

a) x*+4

b) 2t—1 >3

c) Un tridngulo isésceles.

d) 3z+2=:

Cuantificadores

Si P(x) es una funcién proposicional definida sobre un conjunto, entonces P(x)
puede ser V para todos los elementos del conjunto, para algunos o para ninguno de
ellos.

Por ejemplo:
Si para todo x, se verifica P(x) se denota mediante Y x: P(x)

En cambio

Si existe x, tal que se verifica P(x) se denota mediante I x/ P(x)

El simbolo V se llama cuantificador universal y 3 se llama cuantificador
existencial.

La funcion proposicional cuantificada adquiere el cardcter de
proposicion. La primera se convierte en una proposicion por
generalizacion;, la segunda, se convierte en una proposicion por
particularizacion.

Por ejemplo:
(1)“Todos los nimeros enteros son pares”  seescribe V xeZ:xespar

(2) “Existen enteros negativos” seescribe IxeZ/x<0



= £ 3. Cuantificar existencialmente universalmente las funciones
==
proposicionales de la actividad 2. Y expresarlas en forma coloquial.

@75’9 4. Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones y
expresarlas coloquialmente.

a) Vx ER: x2=0
b) Vx ER: x2#0
c) 3x ER/x*=>0
d Vab€R: (a+b)?=a?+2ab+ b?

Negacion de funciones proposicionales cuantificadas

La negacion de (1) es:
“No todos los enteros son pares”, simbdlicamente:

~[VxeZ:xespar] = 3xeZ/xnoespar
gue expresa: “Existen enteros que no son pares”

La negacion de (2) es:
“No existen enteros negativos”, simbdlicamente

~[I3xeZ/x<0] =VxeZ:x20
Es decir, que “Todo entero es no negativo” o “Todo entero es positivo o cero”

En simbolos

Para negar una funcion proposicional cuantificada universalmente se
cambia el cuantificador en existencial y se niega la funcion proposicional.

~[Vx:P(x)] & Ix/~P(x)

Para negar una funcion proposicional cuantificada existencialmente
se cambia el cuantificador en universal y se niega la funcion proposicional.

~[3x/ P(x)] < Vx:~P(x)

Observacién: cuando existe un solo elemento que posee una determinada
propiedad. Se emplea la notacién

3! x / P(x) gue se lee “Existe un y solo un x, tal que P(x)”



@7&9 5. Expresar en forma simbdlica (cuando sea necesario), luego negar

las proposiciones. Determinar el valor de verdad en cada caso.

a) Todos los numeros naturales son opuestos a los enteros negativos.

b) Existe un racional de la forma a/b tal que (a/b)* es negativo.
c) Vx ER: x*=

d) Todo numero impar es divisible por 3.

el Vx ER: x2#0
f) 3x ER/x*>0

PROPOSICIONES SIMPLES Y COMPUESTAS

Proposicién Simple: Son las que no pueden reducirse a otras mas sencillas, no

tienen conectivos. Por ejemplo: “Maria baila”.

Proposicion Compuesta: Son las que pueden reducirse a otras mads sencillas. Se

reconocen por estar compuesta de dos o mas proposiciones simples “ligadas” por

conectivos légicos, por ejemplo: “Pedro estudia y Juan duerme”.

Conectivos Logicos:

Los conectivos Idgicos son elementos que se usan para enlazar varias

proposiciones o para modificar el valor de verdad de una proposicion.

En la Tabla se indican los conectivos ldgicos, la operacién a la que se asocian y la

forma de lectura del mismo:

Conectivo Operacion asociada Significado
~ Negacién no
A Conjuncion Y
Y, Disyuncioén incluyente y/o
A Disyuncion excluyente o esto o lo otro, pero no ambos
= Implicacion Si ...... entonces ......
= Doble implicacion | ... siysolosi .....




Observacidn: algunos textos utilizan otros simbolos ldgicos

oo .n a_n

para los conectivos “y”, “0” y “no” . Por ejemplo:

p&q p.q pq para PAQ
p+ q para pvqg
p’ p —p para ~p

Un recurso para determinar la verdad y falsedad de proposiciones compuestas
son las tablas de verdad donde se vuelcan todas las posibilidades de valor de verdad de
las proposiciones simples que la componen puesto que el valor de verdad de una
proposicion compuesta depende del valor de verdad de las mismas.

f?ﬁﬁ 6. En las siguientes proposiciones compuestas, identificar a las
proposiciones simples que la componen y luego escribirlas en forma
simbdlica.

a) Estd lloviendo y no esta lloviendo.

b) Esta lloviendo o no esta lloviendo.

c¢) 1noesmayora?2yesimpar.

d) Hace calor y hay humedad, entonces va a llover.

e) Dos numeros son positivos siy solo si su producto es positivo.

OPERACIONES PROPOSICIONALES

Negacion
La negacion de una proposicion p es otra proposiciéon ~p que niega lo que
afirma p, o viceversa. La negacién cambia el valor de verdad de la proposicién original.

"

Serepresentapor ~p vy selee “nop*.

Tabla de verdad

~p
Vv F
F \




Por ejemplo: g= 5esunnumeroimpar
~Q =5 no es un numero impar o bien
~(Q = no es cierto que 5 sea un numero impar o bien

~q =5 es un numero par

Observacidn: La negacion de “el mar es azul” es “el mar no es
azul”, decir “el mar es verde” no es la negacion de la primera, sino
una nueva proposicion.

Conjuncion:

Dos proposiciones pueden combinarse por medio de la “y” para conformar una
proposicion compuesta que se denomina la conjuncion de las proposiciones originales.

En simbolos PAQ queselee “p vy q”
Ejemplo: “yo canto y bailo”

p = yo canto g= yobailo , pAg=yocantoy bailo

’(@ ¢Cuantas posibilidades de accidon se pueden dar? Analizar el valor de
verdad de p A g relacionandola al cumplimiento de la accidn.
Confeccionar la tabla de verdad para la conjunciéon, a partir de lo
analizado.

Tabla de verdad

pAQ

m N < | << |T
7 < [N << |0

Nota: la conjuncidn es verdadera Unicamente cuando las proposiciones simples
gue la conforman son verdaderas, en cualquier otro caso la conjuncidn es falsa.

10



— . . ~ .
@{) 7. Juan promete lo siguiente a un companfero: “te presto el libro y te
presto los apuntes”.
a) ldentificar las proposiciones simples que componen a la proposicién compuesta.
b) Escribir la proposicién compuesta en lenguaje simbdlico.

c) En relacién a lo prometido, é¢de cuantas maneras diferentes puede obrar Juan?
¢En cudles de ellas cumple su promesa?

Disyuncidn incluyente:

Dos proposiciones pueden combinarse por medio de la “0” (en el sentido de
“y/0”) conformando una proposicién compuesta denominada disyuncion incluyente o
simplemente disyuncion de las proposiciones originales.

u »

En simbolos pVvq gue se lee p oq

Ejemplo: Lizy dice “compartiré mis apuntes o los libros que ya no utilice”

p = compartiré mis apuntes g = compartiré libros que ya no utilice.

p Vv g = compartiré mis apuntes o libros que ya no utilice.

'(@ ¢De cuantas maneras distintas podria obrar Lizy? Analizar el valor de
verdad de pvq relacionandola al cumplimiento de la promesa.
Confeccionar la tabla de verdad para la disyuncién a partir de lo
analizado.

Tabla de Verdad

o]

pvq

<

<

m N | < ([ << | o

Nota: la disyuncion es falsa unicamente cuando las proposiciones simples son
simultdneamente falsas, en cualquier otro caso es verdadera.

@3{’9 8. Luis promete lo siguiente a su hermano: “te presto dinero o te pago

III

la entrada al recita

11



a) Identificar las proposiciones simples que componen a la proposicion
compuesta.

b) Escribir la proposicion compuesta en lenguaje simbdlico.

c) En relacién a lo prometido, éde cuantas maneras diferentes puede obrar
Luis? éEn cudles de ellas cumple su promesa?

Disyuncidn excluyente o Diferencia simétrica:

“u_n

Dos proposiciones cualesquiera pueden combinarse por medio de la “0” para
conformar una nueva proposicidon que se denomina disyuncidn excluyente o diferencia
simétrica de las proposiciones originales.

En simbolos pPAq queselee  “poq peronolasdos”

Ejemplo: Estoy en la facultad o en casa.

p =estoy en lafacultad ¢ =estoyencasa pAq-=estoyen lafacultado
estoy en casa.

’(@ ¢Si estoy en la facultad puedo estar en casa?, ¢ési estoy en
casa puedo estar en la facultad? ¢Es posible cumplir la accidon
simultdneamente? Analizar el valor de verdad de p A q
relaciondndola al cumplimiento de la accién. Confeccionar la tabla
de verdad para la disyuncion a partir de lo analizado.

Tabla de Verdad

m N | < [ << | o
-

La disyuncion excluyente es verdadera cuando las proposiciones originales
tienen distintos los valores de verdad.

“u_n

En el lenguaje coloquial la “0” no suele distinguirse como incluyente o
excluyente, es comun decir “p o g o ambas” como también “p o g pero no ambas”. En
el lenguaje escrito para eliminar la ambigliedad se debe elegir el simbolo adecuado.
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Implicacion o Condicional:

Dos proposiciones pueden combinarse por medio de  “si ..... , entonces....”
para conformar una nueva proposicion que se denomina implicacion.

En simbolos p=q gue se lee “si p, entonces q”

También se puede leer:

“pimplicaq” , “psdlosiq” , “pessuficiente paraq” o “qes necesario para

”

p

Ejemplo: p= hace buentiempo ¢ =salimosacaminar

P = q = si hace buen tiempo, entonces salimos a caminar.

@ éCudles son las posibilidades? Si llueve éme libero del compromiso?
Analizar el valor de verdad de la implicacién considerando el
compromiso que se establece, condicionado por p. El valor de verdad
serd V cuando el compromiso se cumple.

Tabla de Verdad

pP=q

MmN | < | << | o
7| < [N <€ | o

Asi, si no hace buen tiempo quedo librado del compromiso y, salgamos o no a
caminar, la implicacidn sera verdadera; ahora, si hace buen tiempo y salimos a caminar
la implicacion sera verdadera porgue se ha cumplido con el compromiso; si no salimos
a caminar no cumpliriamos con el compromiso y la implicacion seria falsa.

La proposicion p se llama antecedente y q se llama consecuente, de la
implicacion.

La implicacién usual en matematica es formal en el sentido de que no es
necesario que el consecuente se derive légicamente de antecedente; por ejemplo:

“Si apruebo matematicas entonces llueve”
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Cuando el consecuente deriva légicamente del antecedente la implicacion se
llama material y queda incluida en la primera; por ejemplo:

“Si un tridngulo es equilatero entonces es isésceles”

@ﬁf’y 9. Dario promete lo siguiente a un compaiero: “si apruebo el parcial, te
presto los apuntes”.

a) lIdentificar las proposiciones simples que componen a la proposicién compuesta.
b) Escribir la proposicién compuesta en lenguaje simbdlico.

c) En relacion con la situacion, écuantas posibilidades diferentes hay? ¢En cudles
de ellas Dario no cumple su promesa?

Doble Implicacion o Bicondicional:

Dos proposiciones pueden combinarse por medio de ?.... si y solo si....”
conformando una nueva proposicion que se denomina doble implicacion.

En simbolos p<q queselee  “p siysdlosi q”

La doble implicacion puede definirse como la conjuncion de una implicacion y su
reciproca, es decir:

psa=(p=a)A (=p)

Ejemplo: El tridngulo ABC es equilatero siy sélo si es equiangulo”.
p = ABC es equilatero g = ABC es equidngulo

p < q= un triangulo es equilatero siy sélo si es equiangulo.

@ Analizar, en relacién a la situacion, écuantas posibilidades diferentes
hay? ¢En cuales de ellas es verdadera la proposicion compuesta?
Confeccionar la tabla de verdad para la doble implicacién, a partir de lo
analizado.

Tabla de Verdad

p<q

m N | < | < |
M < | N | < |2
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La doble implicacion es verdadera sélo cuando ambas proposiciones tienen el mismo
valor de verdad.

Proposiciones y Tablas de Verdad

Hemos visto que con el uso de conectivos ldgicos (~, A, Vv, A, =, < ) podemos
elaborar, a partir de proposiciones simples ( p, g, 1, ...), proposiciones compuestas.

También que el valor de verdad de una proposicion compuesta, depende
exclusivamente de los valores de verdad de las proposiciones simples.
Si consideramos, por ejemplo, la proposicion: ~(p A ~q)

su tabla de verdad es:

columna
J
P ~q pA~q | ~(pA~q)
\%} Vv F F Vv
fila—> v F ' \Y} F
F Vv F F Vv
F F \Y} F Vv

2V,2Fd 1V,1Fd

Criterio para la construccion de la tabla

En las primeras columnas ubicamos las proposiciones simples que intervienen.

El numero de filas debe ser tal que permita todas las posibles combinaciones de
V vy F para estas proposiciones (para 2, como en este caso, se necesitan 4 filas; para 3
variables se necesitan 8 filas; y, en general, para n variables se necesitan 2" lineas).

Para colocar ordenadamente todos los casos, en la primera columna pondremos
la mitad de todos los casos posibles con V, y la otra con F, y en la segunda pondremos,
alternativamente, Vy F, en grupos mitad de la longitud de los grupos anteriores, y asi
sucesivamente.
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Observacidén: Se presenta aqui otro criterio para la
construccion de la tabla.

~(p A ~q)
~ p A ~ q
\'} \' F F \'
F \' \Y Vv F
v F F F v
Y F F Y, F

@7@\ 10. Construirlatabladeverdadde (p=>~q)vr.

CONJUNTOS NUMERICOS

Nocién de Conjunto:

La teoria intuitiva de conjunto, sin entrar en el detalle de una teoria axiomatica
de conjuntos, se trata de una teoria en el sentido de un razonamiento matematico
valido, en la que se utilizan signos légicos, las reglas proposicionales y de equivalencias
légicas; y también dos signos fundamentales y especificos de la teoria de conjuntos: “ =
“y “e€”“, las que se estudiardan mas adelante.

Asi, intuitivamente, un conjunto se piensa como una lista, coleccion o clase de
objetos bien definidos. Los objetos pueden ser cualquiera: nimeros, personas, letras,
rios, etc. Estos objetos se llaman elementos o miembros del conjunto.

Un conjunto estd determinado cuando se sabe qué objetos lo
constituyen; cudles son sus elementos.

Notacion

Se adopta la convencidn de denotar los conjuntos por letras mayusculas
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Definicion por Extension y por Comprension

Si se define un conjunto enumerando sus elementos, por ejemplo, el conjunto
A de los numeros: 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9 ; seescribe separando los elementos por
comas, y encerrandolos entre llaves:

A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Esta forma de representaciéon es la llamada definicién por extensién de un

conjunto.

Si se define al conjunto enunciando la propiedad que deben cumplir sus
elementos, por ejemplo, el conjunto B de las vocales, entonces se emplea una letra, por
lo general x, para representar un elemento cualquiera, y se escribe:

B={x/xesvocal}
se lee: “B es el conjunto de letras x tal que x es vocal”

Esta forma de representacion es la llamada definicién por comprensién de un

conjunto.

Entonces, un conjunto puede determinarse de dos formas:

Por extension: un conjunto se determina por extension cuando
se enumeran todos los elementos de dicho conjunto.B=1{a, e,i,o,u}

Por comprension: un conjunto se determina por comprension cuando
se especifica alguna propiedad comun a todos los elementos del
conjunto. A={x/x esnumero naturaly x> 10}

@75”9 11. Indicar si los conjuntos que se citan a continuacién estan definidos
por extensidn o por comprensién:

a) A={1,3,5,7}

b) D={x/x=5",neR}
c) F={a,e,i,o,u}

d) H={miércoles}

e) K={x/x eR A1+ x*=0}
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Y%
'2;1 12. Expresar los siguientes conjuntos por extensién o por comprensiéon
segun corresponda:

a) G={x/x :numero natural de un digito }

b) P={a,e,o}

c) E={x/x : multiplo natural de 2, menora 10 }
d B={0,1,2,3,4,5,6,7}

e) Q={-1, 1}

f) T={x/xeZ A -5<x<0}

g) $={-3,0,3,6,9,..}

h) K={x/xeZ A 1/5<x <4/5}

Uso de Cuantificadores para expresar conjuntos: Se utilizan para abreviar la

escritura.

Cuantificador universal ( V), que significa para todo (cualquiera ).
Asi V x € A, se lee “para todo x perteneciente a A”.

Cuantificador existencial ( 3 ), que significa existe al menos un .....

Asi, I x € A, se lee “existe al menos un x perteneciente a A”

Pertenencia
Si un objeto x es elemento de un conjunto A, se escribe: x €A
gue se lee: “x pertenecea A “ o “xestdenA”
Si x no es elemento de un conjunto A, se escribe: x £ A

gue se lee: “x no pertenecea A “ o “xnoestaenA”

Conjunto Finito e Infinito
Un conjunto es finito si al contar los diferentes elementos del conjunto el proceso
de contar tiene fin. Si no, el conjunto es infinito.
Ejemplo:
a)A={x/xeN, 1<x<5}
A={2,3,4} A es un conjunto FINITO

b)B={x/xeR, 1<x<5} B es un conjunto INFINITO
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Recordemos que es usual representar con N al conjunto de los naturales,
con Z al conjunto de los enteros, con Q al de los racionales, con R al
conjunto de los reales y con C al de los complejos.

CONJUNTOS ESPECIALES

En la aplicacién de la teoria de conjuntos, los elementos de un conjunto que se
estén estudiando generalmente pertenecen a algin conjunto mayor fijo llamado
Conjunto Universal o Referencial. Por ejemplo en Geometria del plano, el conjunto
universal consta de todos los puntos en el planoyen A={x/x € Z A x*> =1} el referencial
puede ser Z (o cualquier conjunto numérico que lo contenga).

Conjunto Vacio

Conjunto vacio, es el que carece de elementos. Denotaremos con “

@ “,ysimbdlicamente ¢ = {x/x=x} o ¢ = {}

Por ejemplo: S = {x / x es un entero positivoy x? =3 } no tiene elementos ya que
ningun entero positivo tiene la propiedad requerida.

Entonces una propiedad o funcidn proposicional, que se convierte en
proposicion falsa para todos los elementos del universal, caracteriza por comprension
un conjunto vacio.

Conjunto Unitario:

Si solo un elemento del referencial U cumple la propiedad P, el conjunto se dice
unitario.

Se define asi al conjunto que estd formado por un unico elemento

simbdlicamente A={a}={x/x=a}

— . z . . . ’ . . . .
@{/9 13. ¢Cudles de los siguientes conjuntos son: vacios, unitarios finitos e
infinitos? sefialar, en cada caso, un referencial.
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a)B={x/x2=4} e) D es el conjunto de elementos de un
atomo.

f)E={0}

b)A ={x/x*<0}
c)R={x/xeR}

d)C ={x/xessolucion de 3-x=5} g) F es el conjunto de las estrellas

h)M={x/x.2=4,xesimpar}

Conjunto de los NUmeros NATURALES

Al conjunto de los nimeros naturales lo designamos con N:

No=1{0,1, 2,3,4,5,...}

Las propiedades N son:

v’ Es infinito (o).
v’ Tiene primer elemento: cero. No tiene ultimo elemento.

v" Todo nimero natural tiene un sucesor. Un nimero natural y su sucesor se
dicen consecutivos.

v' Todo nimero (excepto cero) tiene un antecesor.

v’ El sucesor ¢ de un numero natural b es mayor que él y su antecesor a es
menor. Simbdlicamente:a<b<c

v Entre dos nimeros naturales existe siempre un nimero finito de nimeros
naturales. Por eso se dice que es un conjunto discreto.

Conjunto de los Nimeros ENTEROS

Al conjunto de los nUmeros enteros lo designamos con Z

z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3, ..}

, Las propiedades Z son:

v Es infinito (o).
v" No tiene primero ni Ultimo elemento.

v" Todo nimero entero tiene un sucesor. Un niUmero entero y su sucesor se
dicen consecutivos.
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Todo nimero entero tiene un antecesor.

El sucesor ¢ de un niumero natural b es mayor que él y su antecesor a es
menor. Simbdlicamente:a<b<c

v Entre dos nimeros enteros existe siempre un ndmero finito de nimeros
enteros. Por eso, el conjunto de nUmeros enteros es discreto.

Conjunto de los Numeros RACIONALES

Todo numero que puede ser expresado mediante una fraccion es un nidmero
racional. A este conjunto de nimeros los designamos con la letra Q. Se llama fraccion

a

a un cociente de numeros enteros, b donde b es distinto de 0.

» Todo numero entero se puede expresar como una fraccion con

denominador 1.
Ejemplos: 3 = %; —4 = _T4
o)

» Todo numero racional se puede expresar como nimero decimal exacto o
periddico.
4 .
’

Ejemplos: 0,4 = — §= 0,333333333....= 0,3

La union del conjunto Z de numeros enteros y el conjunto de numeros
fraccionarios que no representan numeros enteros es el conjunto Q de los numeros
racionales.

; Las propiedades Q son.

v’ Es infinito (o).
v No tiene primero ni dltimo elemento.

v" Entre dos nimeros racionales existen infinitos racionales. Por ello, se dice
que el conjunto de numeros racionales es denso.

v" Como consecuencia de la propiedad anterior, ningin nimero racional
tiene sucesor ni antecesor.

v' Q es un conjunto ordenado por la relacidon menor o igual. Si los nimeros

. a C . . . .
racionales > Y 7 son fraccionarios irreducibles, se cumple que:

2. o ad>ch
b d a C
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a C

v" Dos fracciones, b y 4’ qgue cumplen la condicion ad = cb son

equivalentes Esto significa que expresan el mismo nimero racional

Representacion de los Numeros en la Recta

La representacidon numeérica de los conjuntos vistos hasta aqui:

P < I R E— > Naturales
o 1 2 3.
> - I I IR N I » Enteros
-2 -1 0 1 2 3
» < H—— !: e > Racionales
2yl 041 2 43 ..
7 1 8
4 2 3
’(@ Analizar y responder.

1. En el conjunto de los niUmeros enteros:

a) ¢ 0 es el menor de los enteros positivos?

b) ¢ 0 es el menor de los enteros no negativos?

c) éCada numero tiene su opuesto?

d) ¢Qué se obtiene de sumar un nimero con su opuesto?
e) Definir diferencia entre dos nimeros enteros.

2. En el conjunto de los niumeros racionales:

a) ¢ 1 es el menor de los racionales positivos?
b) ¢ 0 es el mayor de los racionales que no son positivos?
c) ¢Cada numero tiene su inverso?

d) ¢Qué se obtiene de multiplicar un nimero con su inverso?
e) Definir la division.

Conjunto de los Numeros REALES

La ecuacién x?> — 2 =0 no tiene solucidn en el campo de los nimeros racionales.
La solucidn a esta ecuacion requiere la descripcion de los numeros irracionales.

Los nimeros irracionales no se pueden expresar como una fraccién o como un

cociente de dos enteros, son aquellos cuya expresién decimal es infinita y no tiene un
periodo, por ejemplo:

» Elnimeropi:nt
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» Laraices de indice par de nimeros naturales cuyos resultados no son naturales.
Ejemplo: J2:./6:4/8 ; etc.

» Las raices de indice impar de niUmeros enteros cuyos resultados no son enteros.

Ejemplo: 3/7:3/-2; etc.

La unidn del conjunto Q de numeros racionales y el conjunto de numeros
irracionales es el conjunto R de los numeros reales.

>

<\

v

Las propiedades R son.

Es infinito (o).
No tiene primero ni ultimo elemento.

Entre dos numeros reales existe siempre un nimero infinito de reales. Se
dice que el conjunto de numeros reales es denso.

Ningun nimero real tiene sucesor ni antecesor.

El conjunto R es un conjunto totalmente ordenado por la relacién menor
o igual.

Es un conjunto continuo.

Conjunto de los Numeros COMPLEJOS

La ecuacién x? = —9 no tiene solucién en R porque los cuadrados de niimeros

reales nunca son negativos. Para resolver esta ecuacién, se crea el Conjunto de numeros

complejos C, que incluye tanto a R como a numeros que son soluciones de ecuaciones

sin resultado en R.

Numero complejo es todo par ordenado de numeros reales.

C={(a, b)/acR A beR}. La notacion usual es z = (a, b) donde a (primera
componente) se denomina parte real de z y b (sequnda componente) se
denomina parte imaginaria. Un numero complejo también se puede
expresar en forma bindmica: z = a + bi.

Al nimero i se llama unidad imaginaria que cumple: # = -1
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Inclusion entre Conjuntos

Si cada elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto B,
entonces se dice que A es un subconjunto de B. También decimos que A estd incluido o
contenido en B, o que B incluye o contiene a A. Estas relaciones se denotan:

AcB que se lee “A esta incluido en B”

BoA que se lee “Bincluye a A”

Definicioh: AcB & Vx:xe A = xeB

Ejemplo:

Los conjuntos numéricos se relacionan por medio de la inclusion
de la siguiente manera: NcZc QcRcC. Aquellos conjuntos en los
que uno de ellos estd incluido en otro, y éste a su vez, en otro, y asi
sucesivamente reciben el nombre de Conjuntos Anidados.

Propiedades de la Inclusidon de Conjuntos

l. VA, ¢cAc U

. VA, setiene AcCA Propiedad Reflexiva
. vA,B,C, si AcB yv BcC = Ac C Propiedad Transitiva
IV. A,B, si AcBy BcA = A=B Propiedad Antisimétrica

rfﬁf’y 14. Considerar los siguientes conjuntos. Luego, completar con el simbolo
correcto © o & entre cada pareja de conjuntos:
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¢ , A={1}, B={1,3},C={1,5,9},D={1,2,3,4,5}, E={
1,3,5,7,9}y u={1,2,..,8,9}

A A A .. B B...C B ..cE C.. D
C .. E E oo B D . U A A A
ﬁ 15. Escribir€ 6 ¢
aA)V3 I b)V8Tl ......1 V2.1
d)V=8...... I e)1+ V2....1 1)0,02...Q
g) V5+2....Q h) 136 ......... A

Igualdad entre Conjuntos

Un conjunto A es igual a un conjunto B si ambos tienen los mismos elementos,
es decir, si cada elemento de A pertenece a By, ademds, cada elemento de B pertenece

aA.

Simbodlicamente: A=B < A e B A BeA

Sea A={1,-1} vy B={x/xe€Z A x*-1=0}

Ay B conjuntos son conjuntos iguales, A=B

Conjuntos disjuntos

Si dos conjuntos Ay B no tienen ni un elemento comun, es decir, ningin elemento
de A estd en B y ninguin elemento de B estd en A, se dice que A y B son disjuntos.
Ejemplos:
a)Sea A={1,3,5} v B={3,4,5,6}
A y B no son disjuntos, pues 3 y 5 son comunes a ambos
conjuntos.

b)Sea C={a,e,o} y D={i,u}

25



C y D son disjuntos, pues ningun elemento de D pertenece a Cy
viceversa.

Unidn de Conjuntos: AUB

La unidn de dos conjuntos A y B, es el conjunto formado por los elementos que
pertenecen al conjunto A o al conjunto B. La “o” tiene sentido incluyente.

Simbdlicamente: AUB={xeU/x €A v xeB}

o bien, AUB={x/x €A v xeB}

Ejemplos:
a)Si A={1,3,5} v B={3,4,5,6} = AuUB={1,3,4,5,
6}

b)Si C={a,e,o} y D={i,u} = CuD={a,e,i,o,u}
c)Si T={x/2.x=4} y K={2,4,6,} = TUK={2,4,6}

Interseccion de Conjuntos: AN B

La interseccion de dos conjuntos A y B, es el conjunto formado por los
elementos que pertenecen al conjunto A y al conjunto B.

Simbdlicamente: ANB={x eU /xcA A xeB}

o bien, AB={x/xeA rxeB}

Ejemplos:
a)Si A={1,3,5} v B={3,4,5,6} = ANnB={3,5,}
b)Si C={a,e,o} y D={i,u} = AnB={}=¢
c)Si T={x/2.x=4} y K={2,4,6,} =>TnK={2}

l(@ Analizar y responder teniendo en cuenta las definiciones. Puedes ayudarte
con diagramas.

A partir de los conjuntos que a continuacién se detallan, hallar las
operaciones sabiendo que:

A={1I2l3I5} B={11214I7I8} c={2I3l4l6l8}
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AuUC ANB ANnC
BuUC BN C ANBNC

Complemento de un Conjunto: A€

Llamamos complementario de un conjunto A respecto de un
universal U, al conjunto de los elementos de U que no pertenecen a A.

en simbolo: A={x/xelU y xgA}

@ Analizar y responder teniendo en cuenta definicidon. Puedes valerte de
diagramas.

Sean:
u={o0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},B={1,,3,4}yC={2,4,6,8}
Hallar: B¢ y C¢
U=Ny X={x/x e N A xespar} . Hallar X°

U=Z y W={x/x e Z*} Hallar W¢

A

U=R y F={x/x eR A x <5} Hallarygraficar enlarectareal a F°

U=R y K={x/x € R A -5 < x <5} Hallary graficar en la recta real K¢

Diferencia de Conjuntos: (A-B)

Llamamos diferencia de dos conjuntos A y B al conjunto formado
por los elementos de A que no pertenecen a B.

En simbolo:A - B = {x/ xeA y x¢B}

Diferencia Simétrica: (A A B)

Se llama diferencia simétrica entre dos conjuntos Ay B al conjunto
formado por los elementos de A que no pertenecen a By los elementos de
B que no pertenecen a A, es decir aquellos elementos que pertenecen
exclusivamente a uno de los conjuntos.

En simbolos: AAB={x/xeA A xe B}
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@7@ 16. Determinar el valor de verdad de las afirmaciones siguientes teniendo en
”l cuenta la definicién y propiedades de los conjuntos:

a) 0 es el mayor de los enteros negativos.

b) 1 es el menor de los racionales positivos.

c) 0 es el menor de los enteros no negativos.

d) 0 es el mayor de los racionales que no son positivos.

e) Entre 5y 6 no hay niUmeros enteros.

f) Existe un numero racional entre los enteros 5 y 6.

g) Entre 5y 6, existen infinitos racionales.

h) Cada numero racional tienen su inverso y el inverso es Unico.
i) Cada numero entero tiene su opuesto y el opuesto es Unico.
j) Algunos enteros tienen inverso.

k) El cero es el Unico nimero que coincide con su opuesto.

[) El uno es el Unico numero que coincide con su inverso.

m) La propiedad de la existencia de inverso permite definir la divisiéon en Q.
n) La divisién por cero no queda definida.

r:’j’f_f’y 17. Completar las siguientes definiciones.

Suma:

%+2= _ siendo a,b,cy d enteros,b #0yd # 0
Producto:

a c

3 E: siendo a,b,cy d enteros,b #0yd # 0

@W 18. Determinar cudles de las siguientes igualdades son proposiciones

verdaderas:
a)—=_—2 b)5+(—8):§_§ c)4*Z:4*7
-3 3 3 3 3 4#3
2+3 a+b a a a
d=-=2 &5 =511 lem=1%3
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ACTIVIDADES PROPUESTAS

Para seguir avanzando!

Actividad 1: Determinar si los siguientes enunciados son proposiciones, en el caso
de serlo, indicar el valor de verdad de cada una de ellas (a y b representan nimeros reales
cualesquiera).

a) Todo numero par es divisible por 2.
b) 24-8=15

c) Todos los perros son animales.

d) Todos los animales son perros.

e) Los tridangulos equilateros no tienen tres lados congruentes.

f) 2x-3=0
g) Si3<5entonces-3<-5
h) 5+7-8

) 6+4=10y V2.V2=2

Actividad 2: Indicar si las siguientes expresiones son funciones proposicionales o
proposiciones o ninguna:
a) x espary 6 también.
b) x e y sonimpares.
c) El ndmero cero.
d) 2 esunnudmero pary primo.
e) a? —b?

Actividad 3: Responder y justificar: ¢ Las siguientes expresiones son proposiciones?
Luego, si es posible, asignar un valor real a las variables que aparecen en ellas, de modo
gue resulten proposiciones verdaderas.

a) x> +4=8
b) 2t+1>=5
) 3z+1=1
d V8l=y

e) —V8l =x

f) x3=x.x.x

Actividad 4: Las siguientes expresiones definen proposiciones porque se han
utilizado cuantificadores (V y 3) para transformar las funciones proposicionales en
proposiciones.

Consigna: expresarlas en forma coloquial. Determinar el valor de verdad de las
mismas. Justificar.

a) VXER: x>0
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b)
c)
d)
e)
f)
8)

VYab€R: (a+b)?=a?+b?
dx ER/ x+1=3

Ix ER/x*+1=-1

A'x €ER/ x+1=3
Vx€ER3IyYyER /x+y=0
VXERIyER [/ x* +y>=0

Actividad 5: Traducir las siguientes expresiones a la forma simbélica. Decir si son V

o F. Justificar.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

Algunos numeros enteros son impares.
Todo numero natural es mayor que cero.

Cualquiera que sea x, se verifica que x3 = x.x.x

Existe algun valor de x tal que x> + 4 = 8

Ningun nimero elevado al cuadrado da resultado negativo.
Existe algin valor de x talque x> +1 =0

Actividad 6: En las siguientes proposiciones compuestas, identificar a las

proposiciones simples que la componen y luego escribirlas en forma simbdlica.

a)
b)
c)
d)

e)
f)

El producto de dos nimeros es 0 si y solo uno de los mismos es 0.
El producto de dos nimeros es 0 entonces uno es positivo y el otro es negativo.
Juan y José van a pescar entonces comen pescados o pasan hambre.

La sustancia reacciona y se calienta entonces es peligrosa si y solo si el laboratorio
no esta bien ventilado.

Si no apruebo el primer parcial, entonces voy al recuperatorio.
Si no apruebo el parcial y no apruebo el recuperatorio, vuelvo el aio que viene.

Actividad 7: Juan promete lo siguiente a un compafiero: “te presto el libro o te

presto los apuntes”.

a)
b)
c)

d)

Identificar las proposiciones simples que componen a la proposicién compuesta.
Escribir la proposicién compuesta en lenguaje simbdlico.

En relacién a lo prometido, ¢de cudntas maneras diferentes puede obrar Juan? ¢En
cudles de ellas cumple su promesa?

Confeccionar la tabla de verdad para la disyuncién a partir de lo analizado.

Actividad 8: Juan promete lo siguiente a un compafiero: “si consigo el libro, te

presto los apuntes”.

a)
b)
c)

d)

Identificar las proposiciones simples que componen a la proposicion compuesta.
Escribir la proposicién compuesta en lenguaje simbdlico.

En relacidn a la situacion, écudntas posibilidades diferentes hay? ¢En cudles de ellas
Juan no cumple su promesa?

Confeccionar la tabla de verdad para la implicacién a partir de lo analizado.

Actividad 9: Sea la siguiente regla en un laboratorio: “si la botella contiene acido

entonces tiene etiqueta”.
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a) Identificar las proposiciones simples que componen a la proposicion compuesta.
b) Escribir la proposicion compuesta en lenguaje simbdlico.

c) Enrelacion ala situacidn, écuantas posibilidades diferentes hay? ¢En cudles de ellas
no se cumple la regla?

d) Confeccionar la tabla de verdad para la implicacion, a partir de lo analizado.

Actividad 10: “El producto de dos numeros es cero siy solo si uno de los niUmeros es cero”.

a) ldentificar las proposiciones simples que componen.
a) Escribir la proposicion compuesta en lenguaje simbdlico.

b) Enrelacién a la situacidn, icuantas posibilidades diferentes hay? ¢En cuales de ellas
es verdadera la proposiciéon compuesta?

Actividad 11: Elaborar tablas de verdad para verificar que las siguientes
proposiciones son tautologias. Tautologia: proposicion compuesta cuyo valor de verdad es
verdadero independientemente de los valores de verdad de las proposiciones simples que
la conforman.

a) ~~p)=p

b) ~(pva) <= (~pA~a)
c) ~(pArag)<(~pv~a)
d (p=>aq)<=(~pva)

Actividad 12: Determinar, en cada caso, si la informacién que se da es suficiente
para conocer el valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas. Justificar.

a) (p=q)=r; resV
b) (pva)<=(~pAr~q), gesV

c) (prg)=(pvr); pesVyresF

d par(g=r1); p=>resV

Actividad 13: Sabiendo que la proposicion [(pv g) A r] = [s v (q A t)] es falsa,
establecer los posibles valores de verdad de las proposiciones simples que la forman.

Actividad 14: Colocar sobre la linea de puntos el simbolo = o #, & segln
corresponda (ay b son nimeros reales):

d) a#0........ a’>0

e) aesun numero no negativo ......... a es positivo.

f) aesun ndmero no negativo ......... a es positivo o nulo.
g) ab>0........ a>0y b>0
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Actividad 15: Expresar en forma simbdlica utilizando de ser necesario el
cuantificador apropiado, y luego negar proposiciones. Determinar el valor de verdad en
cada caso:

a) Existen enteros tales que x> — 1 = 0.
b) -5 es un numero racional.
c) Los opuestos de los nUmeros naturales son menores que cero.

d) Todos los enteros son reales.

Actividad 16: Siendo A={1, 2, 3,4, 5} Determinar el valor de verdad de las siguientes
proposiciones. Negar las proposiciones dadas:
a) dxeA/x+3=10
b) VxeA: x+3<10
c) IxeA/ x+3<5

d) VxeA:x+3<7
e) ¢De qué otra manera se puede expresar el conjunto A?

Actividad 17: Dados los conjuntos que a continuacién se detallan, hallar y graficar

las operaciones indicadas. U= {x/x e N A x < 10}

A={1,2,3} B={1,2,3,4,7,8} c={5,6,7,8}
AcUC BuC* ANnCe
(AuB)“nC (ANnB)uce (AuB)NCe

Actividad 18: Siendo U={x/x e Z A -2<x<12} €={-2,2,3,5,6}

A={x/xeZ A -2<x<4} B={x/x € Npares A x < 8}, hallar:

) A-B iv) AUB vi) AAC
i) B-A v) BANA vii) (AAB)-C
i) CAA vi) C-A ix) AA(BAC)

Actividad 19: Siendo  U={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} A={1,2,3,4,5}

B={0,3,4,6,8} y C={1,3,4,8,9}. Hallary graficar:

(ANnBY (AuCY CnA

(AuB)-C (BNC)—A (A-B)-C

C-(AAB) (AAB)AC (BAC)-B
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UNIDAD 2. NUMEROS REALES

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

En esta unidad estudiaremos el conjunto de los niumeros reales, sus propiedades
y las operaciones en R puesto que resultan esenciales para el estudio del cdlculo
infinitesimal que nos ocupara en Analisis I. La unién del conjunto Q de numeros
racionales y el conjunto de niumeros irracionales es el conjunto R de los nimeros reales.
Este conjunto puede representarse mediante una recta, llamada recta real. Cada punto
de esta recta representa un numero real, y a cada numero real le corresponde un Unico
punto sobre la recta.

PROPIEDADES ALGEBRAICAS DE LOS NUMEROS REALES

En el conjunto de los niumeros reales (R) se definen dos operaciones internas: la
suma y el producto. Sean a, b, c niUmeros reales, la suma y el producto de reales tiene

resultado Unico y es otro numero real. Se verifican las siguientes propiedades:

1. Propiedad conmutativa de la suma y del producto

(Va, b €R) Si:a+b=b+a Piy:a.b=b.a

2. Propiedad asociativa de la suma y del producto

(va,b,ceR) Sy:(a+b)+c=a+(b+c) Py:(a.b).c = a.(b.c)
3. Existencia del elemento neutro para la suma y el producto

S§3:3!10€ER,VaeER:a+0=0+a=a

Existe el real 0, llamado elemento neutro para la suma, tal que otro numero, operado
con él a través de la operacion suma, da como resultado al mismo numero.

P3:3!1€R,VaeER:a.1=1l.a=a

Existe el real 1, llamado elemento neutro para el producto, tal que otro numero,
operado con él a través de la operacion producto, da como resultado al mismo
numero.

33



4. Existencia del elemento opuesto para la suma y del elemento inverso para el
producto

S4: Cualquiera sea a existe su opuesto. Va€R, 3(-a)ER talque:a + (—a) =0

Nota: la suma de un nimero real “a” con el opuesto de otro niumero real “b”,

se denota: a+(-b)=a-b , ysellama diferencia entre “a” y “b”.

P,: Cualquieraseaa # 0, existe su inverso a”! . Va€R*, 3(a )ER

_ _ 1 :
talque:aa ™' =1 (a 1= — esinverso dea)

. .pe . _ 1
Nota: a € R* significa que a # 0, es decir R* = R— {0}, por otra parte, como a~! = -
, cuando multiplicamos a € R por el inverso de otro b € R¥, lo denotaremos ab™! =

a

- »que llamamos cociente. O sea, no se puede dividir por 0.

5. Propiedad distributiva del producto respecto a la suma

SP:a(b+c)=ab+ac

; De las propiedades enunciadas se desprenden otras, a continuacidn se listan
L algunas. Estudiar las propiedades algebraicas de R:

a) Va eR, a0 =0 i) a2 =b* = (a+b)(a—Db)

b)ab=0 ©a=06b=0 j) a® — b3 = (a—b)(a® + ab + b?

) —(—a)=a k) (-a)? = a?

d) —a=(-1a ) (—a)™ = a™ sinespar

e)a—(=b)=a+b m) (—a)" = —a" sinesimpar

f) (—a)(—=b) = ab n) (ab)*=a bt sia#0b #0
2 _ 42 2 -1

g) (a+b)*=a*+2ab+b o) (%) =§sia¢0,b £ 0

h) (a — b)? = a? — 2ab + b? p)%:O ©a=0sib #0
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@?’y 1. Responder las siguientes cuestiones.

v" Considerando la sumay el producto en Q, ése verifican también todas
estas propiedades?

v' ¢Qué propiedades se verifican en N? y en Z?

v' EnZ no se verifica P4, pues no todo entero tiene inverso. Pero, ¢existe
algun entero que tenga como inverso también un entero?

v" En N no se verifica P4 ni Ss; éninglin natural tiene inverso?, ¢ninglin natural
tiene opuesto?

@75’9 2. Determinar cudles de las siguientes igualdades son verdaderas y cuales
falsas. Justificar la respuesta con procedimientos matematicos
adecuados o enunciar propiedades.

a)(523 + 973%)(22-4)=0 b)2 =0 ¢)-5-(-2)=-3
d (5+2)(5-2) = 5%-22 e) (-4)(-2)=4.2 f) (3+4)%=3%+42
g) (3-4)2=9-2.3.4+16 h) (5+4)1=51+ 41 (g)‘l _2

i) 2/ 3
j) (5.4)1=51. 41 k) (-3)2=9 )-32= 9

'C@ Repaso. Analizar las definiciones de potencia dadas a continuacién:

a) Potencia con exponente natural
Sea a un numero real, a€ R, y n un namero natural (n€ N)

{ al=a
a® =aa..a (n— factores) conn = 2,3,4...

b) Potencia con exponente entero
Sea a un numero real (a€R), a* 0
a®=1

n

1
a = (aHr = (E) conn=123,..
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@7@9 3. Escribir cada expresién de manera que todos los exponentes

sean positivos usando las propiedades anteriores:

, x#0,y %0 b)(x_s)z,xio,yio

3y~1

x5y

x3.y

-2

a)

m?y 4. Siendo a un nimero real (a€ R) y n un nimero natural (n€ R),
== completar en el siguiente cuadro con: positivo, negativo o nulo.

Escribir un ejemplo numérico.

BASE (a) EXPONENTE POTENCIA (a")
(n)
Positiva par
Positiva impar
Negativa par
Negativa impar
Nula par
Nula impar
r:j;@y 5. Completar el siguiente cuadro que muestra las propiedades de
== Jas potencias de numeros reales. Sean a y b nimeros reales (a€ R
A bER), mynnumeros enteros (m, n € Z).
1) a™a"=.. 2) ‘;_: = sia+0
3) (ab)=.. 5 (9 = sib=0

5 (a™)"=..

rf“ﬁ?yl 6. Ejercitar cilculo mental © y propiedades. Resolver las siguientes

operaciones sin utilizar calculadora.
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r;‘ﬁ»”y 7. Extraer factor comun indicado en cada una de las siguientes

expresiones.

a)(n+2)de(n+2)>-n+2)+(n+2):3

b)-5 de —+2+-+7

SIE|

c)x™ de x™+ x™*t1

@3{? 8. Verificar que:

a) 10%+2 — 99, 10% = 10¥%, vk €N

3 z—k _ 2—k+1

b) ———=1, VkeN

2—k
@‘ﬁl 9. Escribir en notacidn cientifica y luego resolver:
a) 5000. 0,000001 : 0,0000025

0,0002.1200 N 8000 : 5000000
80000000.0,0001 0,0008.0,002

@3{? 10. Escribir en notacidn cientifica las siguientes informaciones:

000 =

a) El peso de una molécula de hidrégeno es 0,0000000000000000000000348 gr.

b) La distancia entre la tierra y el sol es de 150000000 km.

¢) La luz viaja a una velocidad de 300000km/s.
d) Un afio luz es, aproximadamente, 9500000000000 km.
e) El espesor de un cierto vidrio es de 0,0015 m.
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a) (—23.27%.(-2)?)3 b)

@7¢ 11. Determinar si el nUmero dado es positivo, negativo o nulo; n es

un numero natural. Es esencial justificar la respuesta.

(_3)2n(_3)2n—1
52n

- (-5

PROPIEDADES DE ORDEN DE LOS NUMEROS REALES

Sean a, b, c niumeros reales (a, b, c ER)

f)

g)
h)

O Dados dosrealesayb,se verifica una y s6lo una de las alternati

a=b, a<b, a>b,también se puede expresar:
V a € R, exactamente una y sélo una de las tres alternativas

siguientes es vdlida: o bien a =0, o bien a€ R*, o bien a€ R

Sia<b y b<c entonces a<c
Sia<b entonces a+c<b+c

Sia<b y c¢>0 entonces ac < bc

Estudiar las propiedades de orden de R; a, b y c son niUmeros reales

a>0© —a<0
a<0© —a>0
a>0 © alt>0
Va €R,a’> >0
a<b © b—-—a>0

) b
Sla<bent0ncesa<%<b

a>0,b>0=>a+b>0yab>0
a<0,b<0=>a+b<0yab>0

ay b tienen signos distintos & ab <0
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i) ay b tienen igual signo & ab >0
k) az0=2a*>>0
) a<byc<0=ac>bc

“si se multiplican ambos miembros de una desigualdad por un nimero
negativo, se obtiene otra desigualdad de sentido contrario.”

a<b >a+4+c<b+cobiena>b >a+c>b+c

“si se suma el mismo numero en ambos lados de una desigualdad, se obtiene
una desigualdad del mismo sentido que la dada.”

a<byc<d=a+c<b+d o biena>byc>d=a+c>b+d

“si se suman miembro a miembro dos desigualdades del mismo sentido, se
obtiene una desigualdad del mismo sentido que la dada.”

m) a<byc<d=ac<bd o biena>byc>d=ac > bd

Siendo a, b, ¢, d nUmeros no negativos, “si se multiplican miembro a
miembro dos desigualdades, entre nimeros no negativos, del mismo sentido, se
obtiene otra desigualdad del mismo sentido que la dada.”

@ﬁ?y 12. Demostrar a partir de las propiedades de orden bdsicas, que:

a)Sia <0 entonces —a >0
b)Sia<byc <0, entonces ac > bc

c)Va €R, a> =20

@ Analizar en base a qué propiedad o propiedades de orden se podria
demostrar:

“los numeros negativos son menores que los positivos”. Escribir con simbolos.

@’ftf”y 13. Colocar el signo que corresponda: mayor, menor o igual:

a)-3...-4 b) —(-5) .....5 c)0.....-8
d) 2+x.....3+x e)(2+3)2.....22+32 f) (x+5)2.....x>+10x+25
g) -3%...-27 h) -33.....27 i)-34....81
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fg“ﬁ?y 14. Completar en las lineas de punto, de modo que las afirmaciones
resultantes sean verdaderas. Justificar la respuesta:

a).Six < 0ya < 3entoncesax...3x
b).Sia > 0 entonces a?.....0
c).Sia < 0entoncesa?.....0

d). Sia = 0entonces a?.....0

e). Si% =1 entonces a..... b
f). SiZ < 1y b > 0entoncesa..... b
b

g).Si%> 1yb > oentoncesa....b.

h). Sia/b = 0entonces a......

Estudiar el siguiente teorema:

\ :

a=>b s a’® = b’ con a,b,s numeros reales,a > 0,
b > 0,s nimero real cualquiera

— .
@f@’ 15. Determinar los valores de n, enteros, para que sean verdaderas
las siguientes igualdades. Es esencial justificar la respuesta:

(g)ZTL(%)?IH-l _ 81

2neg2-n — _—
a) 5°"547™ " = o c) (1)n+1
3
3—n+332n
b) _(_2)3n+1(_2)n = 32 d) 3717 =1

’(@ Analizar las siguientes definiciones vy, luego, responder las
cuestiones:

a) Raiz cuadrada principal
Sean a y b numeros reales no negativos,

Va=b Significa a=b? beslaraiz cuadrada principal de a.

» ¢Por qué la definicion de raiz cuadrada se da para “a” no negativos?
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b) Raiz n-ésima de un nimero real

Sea n natural par osean=2,4,6, 8..y ay b numeros reales no
negativos

Va=b, significaa=b"
Sea n natural impar osean=1,3,5,7,9.. yayb nimeros reales

Va=b, significaa=b"

“un

» ¢Por qué en la definicidn se pide que “a” sea no negativo para “n” par? y para
“n” impar?

» ¢Qué significa Ya = b, paran=2, 3, 4,5....? Antes de responder calcular:

27= =@ = WT6= Y=T6= 0= Vi-

Fi= Y-i= 0 Pe B = E=
=

c) Potencia con exponente racional

Seaayunniimerareal g > (0, m entero, se define:
m

a;:

n—m

» ¢éPor qué “a” debe ser positivo?
1
» Segun la definicion anterior, étiene sentido por ejemplo el nimero 9-2 ?

Si el exponente es irracional, las potencias se calculan mediante
aproximaciones sucesivas de potencias racionales. Para calcular su valor
aproximado se utiliza la calculadora.

Ejemplo:  2Y3 , /3 =1,73205
Entonces, 2! < 2V3 < 22 luego 217 < 2V3 < 218 |uego, 2173 < 2V3 < 2174

Hoy dia, la calculadora cientifica permite agilizar este procedimiento.
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@7@9 16. Completar las siguientes propiedades de las raices de numeros
reales. Siendo a y b numeros reales, ny m numeros naturales:

RYa. b= afa .
a.b=.... \/: = p20
b
Vam = (.)™ mn
) Va="|Va
e Estudiar los siguientes teoremas:
Teorema 1:
Vxm =x VX € R, nimpar
Vxm = |x| VX € R, n par
Teorema 2:

x"=a © x =

Va siaesunnimero real cualquiera y n impar

@fﬁ 17. Resolver las siguientes ecuaciones en R:

a)x? =1 b) x? = —1 c) x3 = —64 d)x® =
e)x* =1/4 f)vx =0 glVx=1 h) Vx =1
i)x2+5=8 Nx2+12=7 k) —x?+5=1
)x*—5=—/2 m) x? = x n) x? = x3

@7@9 18. Determinar el valor de verdad de cada una de las siguientes
proposiciones. En caso que sean falsas, dar un contraejemplo:

a)\/ﬁ=x, Vx € R
b)Vx*+2x2+1=x>+1 Vx € R

x—1 .
c)m—\/x— 1 six>1

d)x +2y +(x —2y)2 =2x Vx,Vy
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(5“]5?" 19. Despejar “y” de las siguientes relaciones:

_xyi2 2 XY _
a)\y ——=—=(x) b) =+==y
_y+z _x+2y _
c)\/l—x—zy_2 1 d) 3x —\/E—4y_1
2y+1 3-y B z_x—l_
e) E =X f) m =1 g)l (x—y) =)y

S Definir valor absoluto o médulo de un nimero real.

Estudiar las siguientes propiedades del valor absoluto de un numero

real

|x] >0 vx € R

x| =0 ©x=0

x| =]—x| Vx € R

|x.y| = |x|.]y| Vx€R,Vy €R

|x +y| < |x| +|y| vx€R,Vy ER
lx—y|=0 ®©x=y VxERVy€ER

|§| =% Vx €R,Vy € R,cony # 0

x| <a ©® —a<x<a VXERVa>0
x| 2a © x=aox<-a VxeERVa>0
|x| = a severifica VX € Rsia <0

|x|? = x? vx €R

Estudiar los siguientes teoremas

\ ,

Teorema 1: Si n nimero natural

ac€R, nimpar X"<a o©x<ia

X">a o x> Va
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a real no negativo, n par X"<a o |x|<Va
X">a o |x|>Va
Teorema 2: Si sy t son niUmeros reales y a un nimero real positivo.
s<toa’<at sia>1

s<toas>at si O<a<1

Teorema 3: Si ay b son niumero reales positivos.
a<boai<bs si s es real positivo

a<beat>bs si s es real negativo

@4{? 20. Teniendo en cuenta los teoremas anteriores, indicar si las siguientes
equivalencias son verdaderas o falsas, justificar la respuesta:

a)x3>27ex > 27 b)x%2 < 16 @ x <16
1\2 1\4
Ox<do x2< 472 d)2<4<:>(§) <(5)

@’f"y 21. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
justificar las respuestas.

a) La ecuacién x? — 3 = 0, tiene dos soluciones en R.

b) La suma V5 + 1, tiene dos resultados posibles.

c) V3 representa dos puntos distintos en la recta numérica.
d) V=3 no representa ningun punto en la recta numérica.

e) Los niumeros \/gy —/5 son reales y se encuentran a la misma distancia del cero.

e) +/(—=7)* es un nimero natural.

@?’9 22. Resolver las siguientes inecuaciones:

a)x2<1 b) x2>1 c)-9< x%< 9 d) -65 x4</2
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e) -8< x3<8 f) x2-4<2 g) |1-x|<2 h)0<x*<?2

$S Definir logaritmo de un numero real.

\>

r;‘f&’ 23. Teniendo en cuenta la definicidén de logaritmo de un numero real,
demostrar que:

a)log,1=0  b)logsa=1 c)logsa*=x d)a'°8e* =x

, Estudiar las propiedades de los logaritmos de un nimero real:

Siendoa>0, a#z1, b>0, bz1, x>0 y>0, keR

b)log,(x/y) =log, x —log, y

logp x
1 =
d) Oga ve lOgba

a)log,(x.y) =log,x +log,y

c)log, x* = klog, x

=)

BE 24. Escribir la expresion decimal (con 2 cifras decimales) de los siguientes
numeros reales: (si la base no se especifica, se sobreentiende base 10.

b)log, 100 = c)log,1/32 = d)logo9 = e)logy3 =

a) log, 32

f)log,/, 4 = g)lne3 +In+e = h)log 1000 + log 100 + log 0,001 =

Estudiar la siguiente propiedad de los logaritmos:

Siendoa >0, a#1l, x>0, y >0 log,x =log,y < x=y

@’:&/y 25. Resolver las siguientes ecuaciones en R:

==
a)log, 1/9 = -2 b)log,, 7 = 2
e)log x = 3log2 f)logx —log3 =2

c) log1/3(—x +6)=-1

d)log,8=1/2
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g) (In x)%= —\/2 h) In x = log x i)logiex +logyx + log,x =7
j)log,(x +1)—logyx =1 k) logg x +logz; x = 14

@?ﬁl 26. Colocar <, > 0 = seglin corresponda:

a) log 10.... log 100 b) log1/10 10 .... log1/10 100
1 1 1 1
c) Iogﬁ Iogm d)log24 ... Loga 16 e) Iogl/zz |Og1/2§
’(@ Analizar las siguientes propiedades de los logaritmos:
Sia>1, loga X<y < x<a”

logae x>y < x>a”
Si O<a<1, loga X<y < x>a”
logae x>y < x<a”

@fﬁ 27. Resolver las siguientes ecuaciones en R:

x_l l x+1_ 4-x_ x—2_1 2Inx—
a) 9= b)(z) -0,25 2=3  d)167= e) e2m=16

@7@" 28. Resolver las siguientes inecuaciones en R:
a) logax>3 b) log » x>5 c) logs/z x<1
d) [Inx| <1 e)logsx<2 f) (Inx)?< 5
@?’? 29. Responder las siguientes cuestiones:

a) ¢Qué relacidn existe entre el logaritmo de un determinado numero en base ay
el logaritmo del mismo niumero en base 1/a?

b) é¢Qué relacion existe entre loga b vy logy a?
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Correspondencia entre Numeros Reales y los Puntos de la Recta

Distancia entre numeros reales

S Definir distancia entre dos numeros reales. Luego responder:

N

a) éA qué distancia del 0 se encuentra -2?¢Es la misma que la distancia del 0 al 2?

b) éEs verdad que la d(x,y)=d(y,x), siendo x e y numeros reales? Justificar la
respuesta.

@74’9 30. Completar :

Si x>0, d(x,0)=........ Si x<0, d(x,0)=........ Si x=0, d(x,0)=........
@75/’9 31. Calcular y representar graficamente la distancia entre los

siguientes pares de puntos:

a)ly4 c)oy9 e)0yo0 g) %y 5/2
b)-1y3 d)oy-3 f)-2y-4 h)-1y %

@?’9 32. Calcular y representar graficamente:

Intervalos de numeros reales. Intervalos de una recta real

@?&9 33. Completar las definiciones de intervalo de extremos a y b:

a) Sean ay b reales, definimos los siguientes intervalos acotados:

e Intervalo abierto con extremos a y b al conjunto.
(@,b) ={x/X ER, e ccv sesces et e e eve e e}

e Intervalo cerrado con extremos a y b al conjunto.
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[a,b] ={X/X ER, e ev et ettt )

e Intervalo semicerrado o semiabierto con extremos ay b a cada uno de los
conjuntos.

(A, b] ={X/X ER e ev e et e e e e e

[@,D) = {X/X ER, e et vt e et e e ee e )

b) Sean ay b reales, definimos los siguientes intervalos no acotados:
e Intervalo abierto con extremo abierto a, al conjunto
(a,0) ={x €ER/ e cvcee e e }

e Intervalo abierto con extremo derecho b, al conjunto

(=o0,b) ={x/x ER, .. e ce .. ...}

e Intervalo cerrado con extremos izquierdo a, al conjunto

[a,0) ={x /X ER, e e e vev e .. }

e Intervalo cerrado con extremo derecho b, al conjunto

(—00,b] ={x/x ER, e oo ctv st}

(—00,00) ={x/X ER, e et cts e e}

@‘f’ 34. Representar en la recta numérica los intervalos definidos en a) y b).

T

@?&9 35. Calcular y representar en la recta numérica los siguientes conjuntos:

A={x eR:|x| =2} B={x€Z/ -2<x<3} CH{x€eZ/ |x| <6}
D={x R/ |x| =6} E={x€Z /|x—1| <3} F={x €R/ |x—1| <3}

G={x€R/ |x| <6} H={x€Z/4<x<5} I={x € R/4 < x < 5}
Gl FUA FMNA D¢ DNH -G

@?{) 36. Completar los puntos suspensivos. Sabiendo que a € R, la ecuacién
|x|=a:
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a) tiene la Unica solucién x=0, si a.....
b) no tiene solucién si a....

c) tiene exactamente dos soluciones xi=..., Xo=.... Sia....

Entorno de un punto de la recta real.

Un entorno centrado en un punto de la recta real x y de radio r > 0 es
el conjunto de todos los puntos que se encuentran a una distancia
estrictamente menor de dicho punto que el valor del radio.

E(x,r)={y eR/d(x,y) <r}

Un entorno centrado en xo € R es un intervalo abierto de la forma:

Ixo—=r; xo+r]

r es el radio del entorno y es un niumero real estrictamente positivo r > 0. La

longitud del entorno es igual al doble del radio.

@?’)\l 37. Determinar los siguientes entornos abiertos de R:

a) de centro 3 y radio 2
b) de centro (-1) y radio 3

c) de centroOyradior=1.

rg“ﬁ?y 38. Resolver las siguientes ecuaciones en R:
a) |x|=3 e) |x+1|=0 i) |-x|+]|2x]|=|8x]|-7

b) [x-2|=3 f) 12-x]=3 J) -Ix]+6=|x]

@3{? 39. Resolver las siguientes inecuaciones y representar el conjunto

solucidén en la recta numérica:

a) x+2>5 d) |x|>2 g) —(x-1)(x-2)>0 j) -3x+2<5
b) x+2>5 e) |x-1]|23 h) (3-x)/(x-2) <0 k) x(x-2) <0
o) x(x2)>0  f) [x-1|<3 i) (x+1)/x >0 ) |x —v2| <5
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SUMATORIA

En muchas situaciones se presenta la conveniencia de abreviar la notacién de
una suma cuyos términos admiten cierta ley de formacién. Para ello, se utiliza un
operador matematico llamado “sumatoria”, cuyo simbolo es X (letra griega sigma
mayuscula).

Eiemplo: la suma de los 10 primeros nimeros naturales
0+1+2+3+4+5+6+7+8+9

se abrevia, usando el operador sumatoria, como

el

i=

o

i=
que se lee “suma (o sumatoria) de i, cuando i varia desde 0 hasta 9”.

La letra i indica cudl es el nimero que va variando a lo largo de la suma. Las
igualdades debajo y sobre el simbolo sumatoria indican desde y hasta donde varia “i”.

Ejemplo: lasuma 29 + 21 + 22 + 23 + 2* = 31 puede abreviarse

i=4
Z 2t =31
i=0

Inversamente, si se desea desarrollar la suma Y!=3(3.1) se tendra

i=5

3i=31+32+33+34+35

1l
=

i
que se lee “sumatoria de 3 por i, cuando i varia desde 1 hasta 5”

El operador sumatoria es nada mas que un modo de abreviar la suma, no de
resolverla.

La letra i se llama indice de la sumatoria, puede tomar sélo valores naturales
(i € N )y puede ser sustituida por cualquier otra letra; es decir, da lo mismo escribir

=n k=n
2 Z 2
i v k

ya que ambas expresiones indican que se debe dar al indice valores enteros

i
i

consecutivos que van desde “1 hasta n”, y después sumar los términos asi obtenidos. En

ambos casos se obtiene la misma expresion.
2 2 2 2

I'l‘ §+ §+ ot E
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Es decir

I
3
~
I
3

i

Juy
—_
S

&

1l

JuN
N

Eiemplo. Desarrollar la siguiente suma: Y=} 2¢

Solucidn:
=7
20 =24 +25 426 +27
=4
@7? 40. Hallar los valores numéricos de las siguientes
sumatorias.
5 3 41 3 6
i
a)Zk b) Z - c)ZkZ d) Z(zk—zk—l)
k=1 i=1 k=0 k=1
5 . 100
e) Z(k3+3k2) f Z i 9 Zk
k=1 =2 k=1
Estudiar las propiedades de |la sumatoria.

e Para cualquier entero positivo n, se verifica:

n n n n n
a)ank=CZak b)Zak+bk=Zak+Zbk
k=1 k=1

k=1 k=1 k=1

o Zn:k:n(n+1) & Zn:kzz n(n+1)(2n + 1)

@/;ﬁ 41. Calcular las sumatorias siguientes usando propiedades
y sabiendo que n es un entero positivo:
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100

a)kZlk b)ZZk—l c)Z(Zk—B)(k+1)

rs“ﬁ{’? 42. Indicar, usando la notacidn X, las siguientes sumas:

a) La suma de los primeros n enteros positivos pares. ¢Cuanto vale esta
suma?

b) La suma de los primeros n enteros positivos impares. ¢ Cuanto vale esta
suma?

AS=13+33+53+734+93+113 + ...

a5 =1+ (o) + () + (62) + (32 + (55)

con a+ 0

Estudiar el “Teorema del Binomio”.

\,

Si X e y son numeros reales distintos de cero y n es un entero positivo, entonces:

n

ety = () kyk

i=0

donde (k) es un numero combinatorio que indica “combinaciones de n
elementos tomados de ak”. !

Esta igualdad, conocida con el nombre de Teorema del Binomio, o Binomio de
Newton, permite obtener el resultado de la potencia n-ésima de un binomio.

Eiemplo. Se desea calcular el resultado de(1 + x)3, empleando el teorema del
binomio.

Solucion: Aplicando el teorema, se tiene que

3
(1+X)3 — 13—kxk — 13—0x0+ 13—1x1+ 13—2x2 + 13—3x3
¢ ; i : ;

i=0

! Numero de combinaciones (Z) = (n%l)'k' ,donde n!'=n.(n—1).(n—-2)... 321 esel

factorial de n.
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[(3 —0)!0!

]131+

-

=

(2x-1)*,

]12.x+ ]13.x2+

3! 3!
[(3—1)!1! [(3—2)!2!

E) 1 () (2)xr+ (2) 20

=1.14+3.x+3.x2+1.x3
=14+3x+3x>+x3

43. Desarrollar las siguientes potencias:

(WVx=-2)°, (a-3), (Vx— ﬁ)

[ﬁ] 10, x3

(-2
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ESPACIO DE PROBLEMAS DE LA UNIDAD

@5@‘ 1. Resolver, en caso de ser posible, los problemas que siguen.

a. Espesor de una ldmina: Una compaiiia fabrica laminados industriales de 2
pulgadas de espesor con una tolerancia de 0,003 pulgadas.
i) Escribir el intervalo de espesores posibles para el material laminado.
ii) Escribir una desigualdad que tenga valor absoluto que describa el
intervalo de espesores posibles para el material laminado.

b. Escalas de temperatura: En la caja que viene embalada una pelicula se indica
que debe conservarse a una temperatura entre 5°C y 30 °C. La relacién entre grados
Celsius y grados Farenheit esta dada por: C=5/9(F-32), ¢ qué temperaturas corresponden
en la escala Farenheit? Escribir la respuesta en forma de intervalo.

c. En un experimento de laboratorio se trabaja con una muestra inicial de
15.108 bacterias. Luego de colocar un preparado la cantidad de bacterias comienza a
duplicarse cada 5 segundos.

i) ¢ Cuantas bacterias tendrd la muestra a los 15 segundos? Y al minuto?

ii) ¢Qué lapso de tiempo minimo deberd transcurrir para que el nimero
de bacterias de la muestra supere los mil millones? (Sugerencia: utilizar una
tabla)

@75’? 2. Completar el siguiente cuadro con la expresion simbdlica o la
expresion coloquial, segun corresponda:
El triple de un nimero.

El siguiente de un namero.

El anterior de un numero.

3x+2

El cuadrado del siguiente de un niumero.

El cubo de la suma entre un nimero y tres.

El cubo de un nimero, mas tres.

El duplo de un nimero mas el triplo de otro nimero.

El cuadrado de la suma de dos numeros.

v+ 3

El doble del cubo de un nimero.
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@7¢ 3. Resolver:

a. Los dos tercios de un nimero mds 1 es igual a cinco cuartos del mismo

numero. éCudl es el nUmero?

b. El perimetro de un tridngulo es 300 m y uno de sus angulos interiores es
de 60°. Si el triangulo es equilatero, ¢cudles son las medidas de todos sus lados?

c. Se tiene un patio rectangular de 14 m por 5m. Se quieren embaldosar los
dos tercios del patio ¢ Cuantos m? quedaran sin embaldosar?

d. En una ciudad A votan al partido X un 11/16 de la poblacién, mientras
gue en la ciudad B lo hace el 65%. ¢ Qué ciudad vota proporcionalmente mas a
dicho partido?

e. Tres socios invierten sus ahorros en un negocio. El primero aporta 1/3
del capital, el segundo 2/5 y el tercero el resto. Al cabo de tres meses reparten
beneficios de $ 100.000. ¢ Cudnto corresponde a cada uno?

f. Un auto 0 km cuesta 5200008S. Si se desvaloriza a razén del 10% anual,
écudl sera su valor transcurridos 2 afios?

g. De una ruta se ha inaugurado 1/3 de su longitud. Por otra parte 1/4 de la
misma esta en construccién y quedan 120 km en los cuales auin no se han iniciado

las obras. ¢ Cudl es la longitud de la ruta?

h. Un ndmero natural de 3 cifras y capicla es tal que la suma de sus cifras
es 14 y la cifra de la unidad es el triple de la de la decena. éCual es dicho nimero?

Bibliografia:
Falco, Alfredo.(2004). Matemdtica Preuniversitaria. Universidad Nacional de Cérdoba.
Gentile, Enzo (1991). Aritmética Elemental en la formacion matemdtica. Edit. OMA. Arg

Montaldo, R.; Casetti, L.; Welti, Marta (2000). Matemdtica bdsica para ingresar a la Universidad.
Universidad Nacional de Cuyo. Argentina

Novelli, A. (1997) Elementos de Matemadtica. Secretaria de Bienestar y Extension Universitaria.
Universidad Nacional de Lujan. Buenos Aires. Argentina.

Rabuffetti, Hebe. Calculo I. X Edicidn. 3° Impresién. Editorial El Ateneo.

Tarzia, Domingo A. (2000), Curso de Nivelacion de Matemdtica. Mc Graw Hill. Argentina.
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ACTIVIDADES PROPUESTAS

iPara seguir avanzando!

Actividad 1: Resolver, si es posible, las siguientes operaciones. ¢{Alguno de los
resultados obtenidos es un niumero racional? Justificar la respuesta.

a) (V3 -+2)(V3++2) b)¥210+ /25

o (V3-v2)* d) V316

Actividad 2: Colocar el sigho que corresponda: mayor, menor o igual:
a) (-3)~....81 b) (=1)%*.....1, keN c) (—1)2k*1 .1, keN
d) 2°....1 e)7.....3,14 f)5....025
g)g.....o,3 h)%% i)—g.....—g

Actividad 3: El didmetro del &tomo de hidrégeno puede estimarse en 107 my
su masa alrededor de 1,7.10%’kg. El diametro de un protén, que es la Unica particula
que compone el nicleo del hidrégeno, es de aproximadamente 107> m. Sin embargo, el
nucleo concentra practicamente el 100% de la masa del atomo.

a) ¢Qué fracciodn representa el didmetro del nucleo respecto del didmetro del atomo?

b) Llamando da y dn a los respectivos didmetros, escribir en simbolos la relacién
existente entre ellos.

Actividad 4: Responder
¢Cuantos ceros tiene la representacion decimal del nimero 78. 10" (n € N)?
¢Cuantos ceros tiene la representacion decimal de 5,81. 10" (n >3)?
éCuantos ceros después de la coma tiene la representacién decimal de 2. 10™"?

éCudl es la diferencia entre los nimeros aproximados 200 y 2.10% ?

Actividad 5: Resolver las siguientes ecuaciones en R:

2 4 2 1
a)3x+g—3 b)2—x_E C)x—g—l—g
d)s—x+1=2 e)4x —16 =0 f)4—4y =12

3 4 3, 4 . _
g);+ ;—12 h);-i— ;—0 I)3X(2X+1)—0
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3

)==6 W3y -2+ —-2) =1
h)x? —4 =12 jx2—1=0 j)xz—%zi
k) —x?—6x—5=0 ) 2x% —4x = 12 m)x3—-8=0

Actividad 6: Resolver las siguientes ecuaciones en R:

a)log0,01 = x b)log;/, x = -1 c)log,,x =1/3

d)logs; x* +logzx — 6 =10 e) 10logsx — Slogsx +5=10
f)log10 =5—3logx g)lnx—Inx3=8 h) (In(x — 2))2 =9
i) |Inx| =1 linx?]=1 k) (In x)3=-7 1) (In x)2= —V/2

Actividad 7 : Completar en las lineas de puntos, con los signos <, >, 2, < o0 =; de

-

modo que las afirmaciones resultantes sean verdaderas, siendo “a” real y “n” natural:

a) Sia>1, entoncesa?....a
b) SiO<a<1, entonces a’....a
c) Sia=1, entoncesa’...a
d) Sia>1, entoncesa"....a
e) SiO<a<l, entoncesa"....a
f) Sia=1, entoncesa"...a
g) Sia>l, entoncesa™...a
h) SiO<a<l, entoncesa™....a

i) Sia=1, entoncesa™...a

Actividad 8: Verificar, con ejemplos, la siguiente propiedad de orden de los
racionales:

c
< Pl siysolosi ax d < b *csiendoa,b,cydnémeros enteros,b >0yd

S Q

>0
La propiedad anterior se verifica si alguno (o ambos) denominadores son
negativos?. ¢ Cémo haria para saber si 3/-2 es mayor o menor que -6/5?
Actividad 9: Escribir un nimero irracional mayor que 1y menor que V2

Actividad 10: Representar sobre una recta los siguientes niumeros

1 1 1 3 3
reaIes:E;Z; - -1;3;V2;— 3 i€

57



Actividad 11: Resolver las siguientes ecuaciones

a)|x+2|=3 b) |x-1|=-3 ) |x-3|+|4x-12|=25
5
d) |x2|=3 o) |§|=0 f) |;|=2 g) [x|+|x-3|=0

Actividad 12: Resolver las siguientes inecuaciones:
a)1/2x+3=5/3x—7 b)(x—1)(x—-2)=0 c) |x-1]<0 d)-3<|2x-1|<5
e)-x+7<-3 f) |x]<2 g) [x-1]=5-1 h) |x-1]2-1

Actividad 13: Sea un rectangulo de base b y altura a. Escribir en lenguaje
algebraico las siguientes informaciones relativas al rectangulo:

a) La altura es el doble de la base.

b) La base excede en 5 unidades a la altura.

c) La base es la mitad de la altura.

d) La base es 3/5 de la altura.

e) El perimetro del rectdngulo es de 137 m.

f) La mitad del perimetro del rectangulo es de 137 m.

g) El drea del rectangulo es de 1500 m?2.

.. . , ., 2a—4 a—-1
Actividad 14: Determinar, para qué valores reales de a la expresién —

se anula.

. . . ‘ ., 2a—4
Actividad 15: Determinar, para qué valores reales de “a” la expresion —~

a—1 . .. a-3
— > toma los mismos valores que la expresion 1 — <

. . . . ., 2a-4
Actividad 16: Determinar, para qué valores reales de “a” la expresién —~ =

a—1
— toma el valor 12.

Actividad 17: Escribir en lenguaje algebraico y luego resolver las siguientes
cuestiones:

a) ¢Existe un numero entero que al sumarle su consecutivo da 25? ¢y 26?

b) éExisten dos nimeros enteros consecutivos pares, tales que sumados den
35? ¢y 34? iy 32?
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Actividad 18: Resolver:

Una planta de 18 cm de altura crecié 1/6 de su altura durante la primera
semana de observacién. Al cabo de la segunda semana crecié 1/7 de la nueva altura.
En la tercera semana crecié 3 cm. ¢Cual es la altura de la planta al cabo de la tercer
semana? ¢En qué porcentaje resulté incrementada la altura de la planta? ¢Qué
fraccion representa la altura inicial respecto a la final?

Actividad 19: Determinar la distancia entre los siguientes puntos

i. (-3/2,0) ii. (-3,5) iii. (4,17/4) iv. (%,3)

Actividad 20: Hallar los puntos medios de cada par. Representar graficamente el
intervalo e indicar el centro del mismo.

Actividad 21: Expresar los intervalos del item 19 usando la definicidn de distancia
y de entorno.

Actividad 22: Resolver la desigualdad ‘x -3 ‘ > 1, interpretandola en el sentido
de las distancias.

Actividad 23: Resolver y representar en forma grafica: a) [2x— 1| < 3 b) [2x —
1| > 3. ¢Alguno de estos conjuntos representa un entorno? Explicar.

Actividad 24: Escribir como intervalos y como entornos (si es posible), los
siguientes conjuntos de numeros reales:

A= {x/-1<x<3} C={x/-1<x<3}
D={x/-7<x<-2} F={x/|x-2|<5}
G={x/0<|x-3|<1} H=|x-2|<3, &>0
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UNIDAD 3. POLINOMIOS. ECUACIONES. SISTEMAS DE
ECUACIONES.

PoLINOMIOS EN UNA VARIABLE.

Los polinomios permiten desarrollar diferentes calculos matematicos, por
ejemplo, nos permite acercarnos a una funcidn derivable. Sin embargo no es la Unica
disciplina cientifica que utiliza polinomios en sus estudios e investigaciones, también son
requeridos desde la quimica, la fisica y las ciencias sociales, como la economia.

En esta unidad revisaremos los conceptos y definiciones de monomio,
polinomio, grado, como se ordenan, completan y factorizan polinomios para que pueda
ser utilizados en resolucidn de ejercicios matematicos. Resolveremos operaciones con
polinomios.

Definicion de polinomio.

Se llama polinomio en la variable x (xeR) atoda expresién de la forma

n
P(x) = agx® + ayxt + azx? + -+ ap_1x" L + apx" = Z a;xt
i=0

Cada sumando a;x* se llama términodegrado i (i = 0,1, ...,n) del polinomio (P).

Los niumeros @q,Qy, A3, .., Aj_q, . Ajy oo, Ap_1, Ay, ar € R (nUmeros reales) se
llaman coeficientes de cada término de P.

El numero a,, se llama coeficiente principal.

El numero a, se llama término independiente.

Los términos a;x* de igual grado se llaman semejantes.

El mayor nimero ne No (conjunto de los nimeros naturales incluido el cero)
indica el grado de P si a,, # 0(distinto de cero). Se puede decir también que el grado

de P estd dado por el mayor de los exponentes de la variable x con coeficiente distinto
de cero.

El polinomio cuyos coeficientes son todos iguales a cero, es el polinomio nulo. Al
polinomio nulo no se le asigna grado.
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=~ .
= 1. Completar el cuadro.

. . Coeficiente Término
Polinomio Grado L. .
principal Independiente
P(x) = =5x3 + 3x*-x
() ) 4° a,=1
+2x°+ 1
o 1, ) 1
x) = —-x°—2x a; = —
Q > 3 5
R(x) = V3 cero
Todos sus L
S(x) =0 . Todos sus términos
. . coeficientes son
(Polinomio nulo) son nulos
nulos

@?’y 2. Responder las siguientes cuestiones, considerando los polinomios
dados en 1.

a) ¢Cualeselgradode Q(x)? ¢YeldeS(x)?
b) ¢éCual es el coeficiente principal de P(x)? ¢Y el de R(x)?

c) ¢Cual es el término independiente de Q(x)? ¢éY el de R(x)?

Estudiar las siguientes definiciones.

\,

Dos polinomios son iguales si son de igual grado y los coeficientes de los
términos de igual grado, son iguales entre si (principio de identidad). Si dos
polinomios son iguales y no nulos, entonces son de igual grado.

El polinomio cuyo coeficiente principal es igual a 1 se llama ménico.

Un polinomio de dos términos se denomina binomio, de tres términos trinomio,
de cuatro términos cuatrinomio.

Un polinomio estd completo, respecto de la indeterminada x, cuando en el
mismo estdn presentes todos los términos de exponente natural menores que el
término de mayor exponente de x, figurando también el término de grado cero
(término independiente).
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@74’9 3. Determinar, justificando en cada caso, cual de las siguientes
expresiones representa un polinomio. En caso afirmativo, indicar grado,
coeficiente principal y término independiente.

Coeficiente Término

Expresion éEs un polinomio? | Grado L. .
principal Independiente

T(x) = V2x3—3x+x°—4

1
P(x) =§x—2x4 —Vx

U(x) =25

L(x) =2x —7

@?’y 4. Responder las siguientes cuestiones.

a) Hallar el valor de P(x) = x3 — 2x + 1 respectivamente para
x=1 x=—-1,x=0,x = V2.

b) En cada caso, hallar k para el valor numérico indicado:

i) P(x) = 2x? — 6x — k siendo P(1) = 7

ii) P(x) = —2x* — 6x3 + 5x — k siendo P(—2) = 35

c) Dados los siguientes polinomios, completarlos y ordenarlos, indicando grado de
los mismos.

1 7 .. 4 2 aus
i)P(x)=EX+gx3—3x2 iR(x) =1 \/§2x 3x
—=X
3

2
iT(x) =05-7x*-2  iw)Q(x) = —x* —x + 2x% — 3

d) Predecir el grado de los siguientes polinomios sin realizar las operaciones.
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DP(x) =B —2x)+(x—2) iDR(x) = (—2Vx — 1)(=2Vx + 1)
)T (x) = 2x*)(x — 2) i)Q(x) = (—x + 2x3 — x2) — (x +/3x%)

e) Escribir un polinomio ménico de quinto grado.

f) Escribir un polinomio P(x) de segundo grado y coeficiente principal -3.

Operaciones en el Conjunto de Polinomios en una variable Real.

En el conjunto de los polinomios en una variable real se definen dos operaciones:
la suma y el producto. Estas operaciones cumplen con las propiedades algebraicas
estudiadas en el conjunto de los nimeros reales, excepto la propiedad del inverso. (¢ Por
qué?). Se estudian asimismo, la resta y la division.

Suma de polinomios.
Dados los polinomios P y Q, definidos por:

P(x) = apx’ + a;x* + apx? + -+ ap_ x" T+ ax" = Ylhoaxt oy
n

Q(x) = bx® + byx' + byx? + -+ by x" 1 + byx" = z b;x
i=0

La suma P(x) + Q(x) sera igual a:

P(x)+ Q(x) = (ag + bg)x° + (a; + b)xt + (ap + by)x? + (ay_1 + bp_)x™ 1
n

+ (@, + by)x" = Z(ai + b)x!

i=0

El resultado de la suma entre Py Q, es un nuevo polinomio cuyos
coeficientes se obtienen sumando los coeficientes correspondientes a los

términos de igual grado (términos semejantes) de P y Q, respectivamente.

Ejemplo. Dados los polinomios:
Si P(x) = —3x3+2x—x2—-1y Q(x)=—x*—-2x3-5,

PxX)+Q(x)=(-3x3+2x—x2—-1)+(—x*—-2x3-5) =
=0-Dx*+(-3-2)x*+(-1+0)x*+(2+0)x+(-1-5) =

=—x*—-5x3—x?4+2x—-6
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Otra forma alternativa de efectuar la suma (y la resta): se escribe el primer
polinomio y luego, debajo, se escribe/n el/los siguiente/s ubicando los términos
semejantes encolumnados. Si falta algun término, el coeficiente es cero.

P(x) = Ox* — 3x3 — 1x? + 2x — 1
Q(x) = —x*— 2x3 + 0x2 + 0x — 5
Rx)= P+Q = —x*— 5x3 — x> 4+ 2x — 6

El procedimiento es aplicable para suma de mas de dos polinomios.

Resta de polinomios.

Ejemplo. Sean los siguientes polinomios:
P(x) =x5+2x*—7x3+8,y Q(x) = x> + 5x* — 4x? + 5.
LarestaP-Q
P(x) = Q(x) = P(0) + (-Q()) =
=(x5+2x*—7x3 4+ 0x? + 0x + 8) + (—x° — 5x* + 0x3 + 4x% + 0x — 5) =
=(1-Dx*+Q2-5)x*+(-7+0)x>+ (0 +4)x*+ (8—15) =

= —3x*—7x3+4x? +3

Producto de polinomios.

Para calcular el producto de dos polinomios, se usa la propiedad distributiva del
producto respecto de la suma y/o de la resta. Es decir, se multiplica cada término de un
polinomio por cada término del otro y luego se suman los términos semejantes.

Ejemplo
a) Efectuar el producto entre los polinomios T(x) =x—2 y R(x) = =3 + x.
TR(x)=((x—-2)(-3+x)=x(-3)+xx+ (-2)(-3)+ (—2)x=

=-3x+x?+6—-2x=

= x*—-5x+6

Es posible asociar los polinomios y efectuar el producto, cuando involucra a mas
de dos polinomios.

b) Determinar el producto entre P, Qy S, dados

P(x)= —x+x3—2x%, Q(x)=3x —%xz, S(x) = 2x
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se efectla el producto Q.S, y luego se multiplica P por ese polinomio.

1 1
Q(x)S(x) = (Bx - Exz) 2x = 3.2xx — E.Z x%x = 6x% —x3

Luego,
P(x)(Q(x)S(x)) = (—x + x3 — 2x?)(6x2* — x3) =

= —6x3+x*+6x°—x—12x*+2x° =

= —6x3 — 11x* + 8x> — x°

Entonces, resulta: P(x)Q(x)S(x) = P(x)(Q(x)S(x))

¢Cual es el grado del polinomio resultante? ¢ Estda completo? ¢ Qué se obtiene si

se lo multiplica por —27?

@f’? 5. Dados P(x) = 4x3 +§ x?=2x+3, Q(x) = 7 —x+2x°,

R(x) =2x+ 1+ 7x?, T(x) = —2x2, S(x) = x — 3 Resolver:

i) P(x) + Q(x) + R(x) i) P(x) — Q(x) — R(x)

iii) P(x) + 3Q(x) — 2R(x) iv) T(x)S(x) v) [S(x)]?

@74’9 6. Verificar los siguientes resultados y, de ser necesario, indicar resultado

correcto:
i) x+x+x=3x i) x3x = 2x* i) (x+2)2=x%2+4
iv) 2x2 + 3x2 = 5x? v) 2x23x2 = 6x* vi) 2x2 + 3x3 = 5x5
vii) (3x)% = 3x? viii) x%:x = x5 ix) x%+x2 = 2x2
@;g,y 7. Cuando sea posible...

a) Resolver las operaciones indicadas en el item d) de la Actividad 4.
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b) Dados los polinomios: P(x) = —2x%2 —3,0Q(x) = —x3 + 1,
T(x) = x + 2x? — 2, R(x) = —2x?, hallar mediante operaciones entre
los mismos:
i)  Un binomio de grado 5 y cuyo coeficiente principal sea positivo.
ii) Un polinomio de cuatro términos.
iii) Un monomio de grado 4.
iv) Un monomio de grado 5.

c) Desarrollar las potencias y productos indicados:

i)(x +2)? = i) (x —2)% = ijx—2)x—2)= iv)x+2)(x-2)=

VI(—x—=3)2= vi)(x?+5)2 = vii)2x(x—1)3= viii)(gx —1)% =

@?@) 8. Resolver la siguiente cuestion.

El matematico griego Pitagoras conocia las dos siguientes posibles formas de
construir un tridngulo rectangulo con sus tres lados de longitud entera, llamadas “ternas
pitagdricas”, con sélo dar valoresan € N:

2n2+2n+1
2n+1

2n2+2n

Demostrar la veracidad de estas férmulas. Generar algunos casos concretos.

Division de polinomios.

Teorema. Algoritmo de la divisidn

Si P(x) es un polinomio de gradon = 1, y Q(x) es un polinomio de grado m,
m < n, entonces existen dos tnicos polinomios S(x) y R(x) tales que

P(x) = S(x) - Q(x) + R(x)
siendo el grado de R(x) < grado de Q(x)
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P(x) es el dividendo, Q(x) es el divisor, S(x) es el cociente y R(x) es el resto.

Estas denominaciones pueden variar.

Consecuencia de la division:

Toda fraccién impropia? de la forma P(x)/Q(x) puede descomponerse en la suma

de un polinomio y una fraccién propia. Es decir:

@—S()H? (%)
Q(x)_ X (x)/Qx

Ejemplo
Para encontrar el cociente y el resto de la divisién entre P(x) = 2x* + x2 — 2
yQ(x) =2x%-2.
2x* + 0x3 + x2 + 0x — 2 2x%—2.

— (2x* — 2x?) e +§

Ox* 4+ 0x3 +3x2+0x—2
— ( 3x? -3)
0x?2 +1

¢Como se construye el polinomio dividendo, usando el cociente, el divisor y

el resto?

. . 3
Si el cociente es S(x) = x2 + > el resto R(x) = 1. Entonces, se construye el

dividendo P(x) teniendo en cuenta que P(x) = S(x)Q(x) + R(x). Asi,

3
P(x)=(x2+§)(2x2—2)+1= 2x* —2x2 4+ 3x2 -3 +1=2x*+x%2-2

2 Se denomina asi la fraccion P(x)/Q(x) entre polinomios, donde el polinomio del numerador de la fraccion
es de mayor o igual grado que el polinomio del denominador.
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@?’y 9. Dividir P(x): Q(x) para los siguientes casos. Escribir el cociente y el
resto.

a) P(x) = 6x°+5x*—2x% + %x , Q(x) =3x% 4+ 2x — x3

b) P(x)=x°-2 ,Q(x)=x%-2

Division sintética. Regla de Ruffini.

La division sintética es un procedimiento que permite simplificar la divisién entre
un polinomio P(x) de grado mayor que uno ( grP(x)>1 )y otro de la forma Q(x) =
X —a;

Es decir, es posible “aplicar Ruffini” cuando el divisor es un binomio de

primer grado y coeficiente principal 1.

S(x) es el cociente obtenido al dividir P(x) entre Q(x) = x —ay R(x) es el
resto. La ventaja de esta técnica es que se trabaja con los coeficientes.

Eiemplo:

Para obtener el cociente S(x) al dividir P(x) = 3x3 — x2 + 20x + 288 entre

Q(x) = x + 4, se procede de la siguiente manera:

1. Se ordena el polinomio P(x) en forma decreciente segin sean los exponentes.
2. Enunafila(1) se colocan los coeficientes del dividendo con sus respectivos signos y el
opuesto del divisor a, conforme a la siguiente disposicidn:

fila 1- +3 -1 420 +288 - 4
% Ilall
fila 2— J
fila 3—> 3

3. El primer coeficiente de la fila 1 (3 en este caso), es siempre el primer nimero de la
fila 3. Este se multiplica por (-4) y el producto se coloca en la fila 2, debajo del segundo
coeficiente luego se suman, se obtiene asi el segundo nimero de la fila 3. El proceso
se repite hasta obtener el ultimo numero.

fila 1- 3 -1 +20 +288 -4
fila 2— \2 -12 +52 -288
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fila3— 3 -13

+72 0

El dltimo namero de la fila 3, en este caso 0, es el residuo (resto 0) de la division.
Los demas numeros de la fila 3 son los coeficientes del cociente. El grado del cociente
serd uno menos que el grado de P(x).

Por tanto, el cociente S(x) = 3x2 —13x + 72 yelresto R(x) = 0.

10. Responder las siguientes cuestiones Siendo P(x) el polinomio

=

dividendo y Q (x) el polinomio divisor.
a) ¢En qué casos es posible aplicar la divisién simplificada (técnica de Ruffini)
y en cudles no?

b) Calcular el cociente S(x) y el resto R(x) en cada caso, aplicando Ruffini
cuando sea posible.

P(x) Q(x) P(x) Q(x)
1 43 2x2 x3 x+5
2 —8x9+;x5—x4 —;x“ %xS—x3—3x—1 —§x2—3
3| 6x°—9x2%+3x x—1 27 — x3 x+3
41 oxt—6x?—16x | 2x — a2 203 —2x + 1 %x—S

c) Verificar cada resultado teniendo en cuenta la relacidn entre dividendo,
divisor, cociente y resto. (P(x) = S(x).Q(x) + R(x))

d) ¢Cémo podria expresar la fraccion P(x)/Q(x), teniendo en cuenta el
resultado anterior para cada situacién?

Factorizacion de Polinomios. Teorema del factor. Teorema del
resto.

Cuando el resto de la division es cero (R(x)=0), se puede expresar P(x)
como producto del cociente por el divisor,

P(x) = Q(x) - S(x)
Se dice entonces que P(x) estd factorizado. Q(x) y S(x) son los factores
de P(x)
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Ejemplo
Sea P(x) = 12x3 4+ 33x%2 — 2x + 21y Q(x) = x + 3, entonces
12x3 +33x2% — 2x + 21 x +3

_ 12x2 —=3x+7
12x3 + 36x?
0x3 —3x%2-2x+21

—3x%2 — 9x
0x? 4+ 7x +21
- 7x + 21
0 0

Luego, P(x) = Q(x) - S(x) = (12x? — 3x + 7)(x + 3)

Verificacion  (12x2 —3x+ 7)(x +3) = 12x3 + 36x%2 —3x? —9x + 7x + 21 =
12x3 + 33x% — 2x + 21,

Entonces, (12x? —3x+7) vy (x + 3) son factores de 12x3 + 33x? — 2x + 21.

= Estudiar los siguientes Teoremas

N

Teorema del residuo (resto)

Si P(x) es un polinomio de gradon > 1, entonces el residuo (resto)
R(x) al dividir P(x) entre (x — a), es R(x) = P(a),a € R.

Ejemplo
Calcular el residuo de la divisién entre P(x) = 3x% + 5x — 28 y Q(x) = x — 3.

Solucion.

Sera R(x) = P(a), por el teorema del resto. Entonces,
R(x) = P(3) = 3(3)?> + 5(3) — 28 = 14.

Por tanto se concluye que P(x) no es divisible por Q(x) = x — 3.
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Teorema del factor

Si P(x) es un polinomio de gradon = 1, y si x — a es un factor de
P(x), entonces, a, es una raiz de P(x). Ademds si a es una raiz de P(x),
x — a es un factor de P(x).

Raiz de un polinomio

Dado un polinomio P(x), si existe un numero real a, tal que P(a) =

0, se dice que a es una raiz del polinomio P(x).

Eiemplo
Factorizar P(x) = 3x3 — x? + 20x + 288 conociendo un factor (x + 4)
Solucidn.

1) Si (x + 4) es factor de P(x) se verifica que la division es exacta. Para comprobarlo
se puede aplicar Teorema del resto.

Siendoa = —4
R = P(—4) = 3(—4)% — (—4)? + 288 = 0, al ser cero la divisién es exacta.
2) Para encontrar el otro factor S(x), se efectda la division entre P(x) y Q (x).
S(x) =3x%2 —13x + 72,
3) Resulta, P(x) = (3x% — 13x + 72)(x + 4)

Ejemplo

SiP(x) = (x—3)(x—2), entoncesx =3 y x = 2 son raices del polinomio
P(x) =x*—-5x+6.

@75’9 11. Si P(x) es un polinomio de grado 3 y susraicesson x =2, x =5y
x = —3 . Escribir P(x) en términos de sus factores, sabiendo que su
coeficiente principal es (-2).

@ Analizar
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a) six;=1; x,=—1sonraicesde x?—1

b)  siel polinomio bx — 1 tiene como raizx = b~ 1. (b€ R, b= 0).

@7ﬁ 12. Hallar las raices de P(x), si P(x) =x (2x —5)(3—5x) vy
expresar a P(x) como producto de sus factores de forma (x — a)

@75’? 13. Completar el factor que hace falta para que se verifique la

igualdad:
a) 2x3+8x=--(x*>+4) b) 3ax? —a*x = (3x—a)....
Q) (=5x% + 4x) = —15x2 + 12x  d) G— x2) o= 2x? =2y

@fﬁ 14. Resolver las siguientes cuestiones:

1. Dado P(x) = 2x% — x — 3, verificar si es divisible por (x + 1) o por (x — 2). Efectuar
la division por el factor correcto. éExiste otro factor por el que es divisible? Determine
ese factor.

2. Determinar, aplicando el teorema del resto, el valor de a para que el resto de la
division entre P(x) = —x°+ax3+9x2+2x—7 y Q(x)=(x—3) sea -—1.
Comprobar el resultado obtenido haciendo la division.

3. Averiguar, sin hacer la divisién, cudles de las siguientes divisiones son exactas:

a)(x3—3x2+2x—10):(x+4) o x°—-1:(x-1

b) (x3 — x% 4+ x + 14): (x + 2) d) (x° —3x2 + 2x): (x — 4)

4. Verificar que —b/a es raiz del polinomio ax + b (a # 0).
5. Calcular las raices de los siguientes polinomios:
a)V2x—3 b)=2x+1/2 c)Jx—3 d)x—c(ceR)
6. Construir un polinomio P(x), de primer grado que tenga la raiz x, = 2.
7. Construir un polinomio P(x), de segundo grado que tenga la raiz x, = 2.

8. Construir un polinomio P(x), de segundo grado que tenga las raices x; =1 y x, =
2. Construir un polinomio de quinto grado que tenga esas raices.
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9. Mostrar que el polinomio x? — v/2x + 2 es factor de x® + (v/2)3.
10. Comprobar, sin efectuar la divisién, que x°° + 1 es divisible por x + 1.

11. Sin necesidad de efectuar la divisidn, se puede asegurar que el polinomio P(x) =
x°0 + x25 — x — 1 es divisible por x — 1. ¢Por qué?

@¢ﬁl 15. Estudiar Si P(x) es divisible por Q(x) sin efectuar la division.
P(x) =x*+x—2,a) Q(x)=x+ 2 yb) Q(x)=x — 3. Comprobar el resultado

obtenido efectuando la divisién simplificada (Ruffini). ¢ Por qué otro factor es divisible?
Escribir el polinomio P(x) como producto de sus factores simples.

E\th’? 16. Para los siguientes polinomios (de la tabla) se pide:

i) Obtener sus raices y comprobarlas.

ii) Usar las raices reales obtenidas (siempre que sea posible) para factorear
cada polinomio. Comprobar la factorizacién en cada caso.

a)x3 —x b)t? +2t+1 c)2x? -1
d)x?+x—6 e)5x% —1 f) 6x2 — 7x + 2
iii) Simplificar
x? x? — 5x 4x% +12x+9
x2 + 2x 5—x 4x2%2 -9
8 —x3 2x — 4 2x3+x%2—-3x+1
2 — 2x x3 +5x2%2 —2x — 24 2x — 1

@?’? 17. Hallar el valor de k, sabiendo que x + 2 es un factor de P(x) =
x3 + kx? — 2kx + 4.
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Ecuaciones Racionales.

Una ecuacion racional es una igualdad de la forma:
P(x)
=0
Q(x)
El numerador y el denominador de la fraccién son polinomios en la variable x,
x pertenece al conjunto de los reales. Para resolverla, se deben tener en cuenta:

a. Verificar el conjunto de valores de x para los cuales tiene sentido la expresion
racional, el denominador debe ser distinto de cero.

b. Recordarque a/b=0siysoélosi a=0 y b # 0, entonces el conjunto solucién
es el que resulte de resolver la ecuacidn equivalente a = 0.

c. Sila ecuacion racional tiene la forma P(x)/Q(x) = T(x)/R(x), para determinar
el conjunto solucion, ponerla en la forma P(x)/Q(x) - T(x)/R(x) = 0
efectuando las operaciones indicadas

Px) T() _ POIRG) —T()Q() _

00 RGO QWRM® 0

Eiemplo. Hallar el conjunto solucion de la siguiente ecuacién racional:

x> -1
=0

x
Solucion
Se factoriza el polinomio x? — 1 en sus factores (x — 1) y (x + 1), resultando
xz—l_(x—l)(x+1)_0
b x

En la ecuacién dada, debe cumplirse (x — 1)(x + 1) =0 y x # 0, entonces el
conjunto solucion se determina a partir de la condicién (x — 1)(x + 1) = 0, de la que

resultan dos raices reales x = 1; x = —1 y el conjunto solucién sera CS={1, -1}.
575/9 18. Resolver las siguientes ecuaciones racionales en R:
x> —4x+3 x?>—5x+4 3 3
@) x—3 )x2+2x+1 )x+1 x—1
x2—5x+4 1 1 3 1 7
A)———————=1 e) 3=5 1D — =+ —
x2—2x+1 x 8 x—2 x—1 (x—-1x-2)
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RESOLUCION DE SISTEMA DE DOS ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS.

Método de suma y resta

Para resolver los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales, se utilizara durante
este curso el método conocido como “método de suma y resta”. A continuacién, se
resuelven en detalle sistemas por este método.

Ejemplol: Resolver el sistema

{4x—3y=6
5—-6y=2x

Solucion: Primero se ordena el sistema. Encolumnando las variables
ordenadamente, el sistema queda

4x —3y =6 (Ecuaciéonl)
2x + 6y =5 (Ecuacion 2)

Analizando los coeficientes de una de las variables; por ejemplo la X.

En la Ecuacion 1 (E1) se tiene que el coeficiente de X es 4y en la Ecuacion 2 (E2)
su coeficiente es 2.

Entonces se busca al numero tal que, multiplicado por el segundo coeficiente, dé
como resultado el primer coeficiente, es decir:

2.r=4 dedonde r =2

Luego, se multiplica E2 por el nUmero obtenido, se multiplica a ambos miembros
para que la igualdad no se altere

2.2x+6y)=2.5 (2.E2)
gue da como resultado la nueva ecuacién
4x + 12y = 10. Esta nueva ecuacion reemplaza a E2

El sistema ahora queda:

4x -3y =6 (E1)
4x +12y =10  (2.E2)

Las dos ecuaciones tienen iguales los coeficientes de x.

Se restan las ecuaciones,(E1) — (2.E2)
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4x — 3y = 6

4x + 12y =10
0 — 15y =—4

Reescribiendo nuevamente el sistema queda:

4x -3y =6 (E1)
15y =—4  E1-(2.E2)

En la segunda ecuacién (E2) se ha eliminado el término que contiene la X

Esto permite obtener el valor de y; en este caso:
— 15y =—4
4
Y715

Para calcular el valor de x se sustituye el valor de y encontrado, en cualquiera
de las ecuaciones. Por ejemplo en la E1:

4 34—6
X 15 =

17

X:E

Al obtener un solo par (x, y), se puede afirmar que el sistema es compatible

. . . 17 4 . .
determinado (tiene solucioén unica). El par (1—0,1—5) es la solucién del sistema.

Cabe senalar que el procedimiento seguido hasta aqui para resolver el sistema
no es el Unico, se ha optado por el mismo buscado una aproximaciéon a un método
utilizado para sistemas con mayor numero de ecuaciones, utilizado en cursos
posteriores de matematica y a lo largo de toda la carrera de Ingenieria.

Ejemplo2: Resolver el sistema

{ x—05y=1 (E1)
4x -2y =4 (E2)

Solucion: abreviando los pasos del ejemplo anterior, se tiene que

1
4 - x—zy =1

N
N

! E2 ! 4 2 =
Z( )—)Z.(.X— _’y)_

Reescribiendo el sistema:
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x—ly =1 (1/4.E2)

{ x —05y=1 (E1)
2

Restando (E1) — (1/4 .E2)y reescribiendo se tiene que

{ x —05y=1 (E1)
0=0 (E1)— (1/4.E2)

Aunque pueda parecer extrafia la segunda ecuacién, es en realidad una
consecuencia ldgica de que ambas ecuaciones ( E1 y E2) son ecuaciones equivalentes,
este sistema admite infinitas soluciones. Un sistema asi denomina compatible
indeterminado.

Ahora bien, es necesario tener cuidado a la hora de interpretar la frase infinitas
soluciones, si bien son efectivamente infinitos los pares (x,y) que verifican el sistema,
son solo aquellos que verifiquen que [x — 0,5y = T](la E1).

Analizar ¢ Qué pares de puntos son soluciones del sistema?,

éCoémo obtenerlos.

Ejemplo3: Resolver el sistema

{ —2x — 3y = 1(E1)
—x —(3/2)y = 4(E2)

Solucion: abreviando los pasos del ejemplo anterior, se tiene que
2.(E2) - 2.(—x—(3/2)y ) = 2.4 - —2x—3y =8
Reescribiendo el sistema:

{—Zx —3y=1 (E1)
—2x — 3y = 8(2.E2)

Restando (E1) — (2.E2) y reescribiendo se tiene que

{ —2x — 3y = 1(E1)
0=-8(E1) - (2.E2)

En este caso se arriba a una igualdad que no se satisface nunca (al contrario del
sistema del ejemplo anterior); en matematica se dice que se ha llegado a un absurdo.
Cuando esto ocurre, se dice que el sistema es incompatible y no tiene solucion.
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@75”9 19. Resolver y clasificar los siguientes sistemas de ecuaciones:

a){x—0,5y=0 b{x\/§_3y=\/§ C){x+2y—1=2

4x — 2y =4 x+yW3=1 —3x+2y=-4
d) e) f)
{\/gx_5y=\/§ {2x—y=10—2x {3y—4x—1=0

x5y =5 8x —2=2y 3x = —4y + 18
){Zx—3y=6 h{x—2y+3=0

5=4x-6 )4x—6y+12=0

@ﬁf/’ 20. Resolver los siguientes problemas:

a) La suma de dos nimeros es -42. El primero de ellos menos el segundo es
52.Cuadles son los nUmeros? Rta.: x=5;y = - 47

b) La diferencia entre dos nimeros es 16. Tres veces el mayor de ellos es nueve
veces elmas pequeiio. ¢ Cudles son los nimeros? Rta.: x=24; y=8

c) La suma de dos numeros naturales es 98 y al dividir el mayor por el menor el
cociente es 7 y el resto 10. ¢Cudles son los nimeros?

d) Cuando pagaste una cuota de $120 del viaje de estudios utilizaste 15 billetes
de $ 5y $10. ¢Cudntos billetes de cada denominacién entregaste? Rta.: 6 billetes de $5;9
billetes de $10

e) A una reunidn asistieron 200 personas entre hombres y mujeres, habiendo
pagado los hombres $40 por cada entrada y las mujeres $20. ¢Cudntos hombres y
cuantas mujeres habia si en total recaudaron $5860?

f) La suma de los angulos interiores de un tridangulo es de 180°. Si el menor de los
angulos mide la mitad del mayor y 14° grados menos que el intermedio. éCudl es la
medida de cada angulo?

g) Un hotel de dos pisos tiene 54 habitaciones. Si las del primero duplican en
numero a las del segundo, ¢cudntas habitaciones tiene cada uno?

h) Juany Carlos son profesores. Ambos llevan en total 46 afios dando clases. Hace
dos afios, Juan llevaba 2,5 veces los afios que tenia Carlos como profesor. ¢ Cuantos anos
llevan en la ensefianza cada uno de ellos? Rta.: 32y 14
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i) El perimetro de un rectangulo es 86cm. El largo es 19 cm mds grande que el
ancho. Calcular el largo y el ancho. Rta.: =31 ,a=12
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UNIDAD 4. NOCIONES DE TRIGONOMETRIA Y NUMEROS
COMPLEJOS

TRIGONOMETRIA

La trigonometria fue inventada por los griegos hace mas de 2000 afios, en la
busqueda de métodos precisos para medir angulos y lados de tridngulos. La palabra
trigonometria deriva las palabras griegas trigonon (tridngulo) y metria (medicién).
Originalmente su uso importaba en la construccién, navegacion y astronomia.
Actualmente, su utilidad se extiende para estudiar fendmenos de repeticidon periddica
tales como el movimiento ondulatorio, corrientes eléctricas alternas, cuerdas vibrantes,
péndulos oscilantes, ciclos de negocios y ritmos biolégicos.

Angulo

Un angulo es la region del plano determinada por dos rayos (sus lados) que
tienen un punto extremo comun (vértice del angulo). Se considera un rayo fijo como
lado inicial del dngulo que gira alrededor del vértice, en un plano, hasta la posicién
especificada por el otro rayo denominado lado terminal.

JP y
Lado terminal
Vértice
Vértice Lado terminal
Lado inicial \
'|' Lado inicial X
(a) (b)
Fig. 1

Angulo en posicion libre: el rayo  Angulo en posicién Normal:
(lado) gira desde su posicién situado en un sistema de
inicial a su posicién terminal. coordenadas cartesianas. se hace

. coincidir el vértice con el origen y
Todo dngulo es congruente con

. _— el lado inicial con el semieje
algun otro en posicidon normal.

positivo x
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Angulo positivo — angulo negativo

Angulos Positivos Angulos Negativos
Son aquéllos que giran en sentido Son aquéllos que giran en sentido de
opuesto a las manecillas del reloj. las manecillas del reloj.

Los angulos diferentes con lados iniciales y terminales coincidentes. Reciben el
nombre de dngulos coterminales. Fig. 2

y Ay X y
— 1080°
DL -
Z — 240
720°
X
(a) (b) (c) (d)
Fig. 2

Medicion de angulos

Sistema sexagesimal:

Un grado sexagesimal (°) es la medida del dngulo central de un
circulo, de amplitud igual a la 360 ava parte del mismo.

En este sistema una vuelta completa equivale a 360 grados. Esto se
denota: 360°

= qf/" :
= 1. Responder:

a) Un angulo de 3/4 vuelta mide ......
b) Un angulo de media vuelta mide .........

¢) Un angulo de un cuarto vuelta mide ........

d) El primer cuadrante esta comprendido entre ........ Verrerenn
e) El segundo cuadrante esta comprendido entre ........ Verrreenn
f) El tercer cuadrante esta comprendido entre ........ (S

g) El cuarto cuadrante estd comprendido entre ........ (S
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Las fracciones de grado son los minutos y los segundos. Un grado equivale a 60

minutos, 1° =60’ , y un minuto equivale a 60 segundos, 1’ = 60".

Formas equivalentes de escribir un angulo:

La medida de un dngulo se puede expresar como fraccion de grado o lo podemos

expresar en grados, minutos y segundos.

Eiemplo: Para escribir el angulo a =42° 30" 15” como fraccion de grado es
necesario convertir los 30" 15” en grados. Utilizando la equivalencia: 60” =1’

15" 17

15" = x = —W

=0,25’ Asi, 15”7 =0,25°
Ahora a =42° 30,25’

Para pasar los minutos a fraccidon de grado utilizamos la equivalencia 60’ = 1°

30,25'.1°
X = -
60

De este modo o =42° 30" 15” = 42,50416°

30,25'=x =

=0,50416°

Actualmente este procedimiento es posible realizarlo con la calculadora para lo cual la
calculadora debe estar en la funcién Deg (degree, que quiere decir grado en inglés).

Uso de la calculadora cientifica
Traen tres sistemas de medidas angulares: sexagesimales, centesimales y radianes.

Los modos de la calculadora son los siguientes:
Sexagesimales: DEG Centesimales: GRA Radianes: RAD

La tecla para introducir grados minutos y segundos sexagesimales es

o 1 11

15‘9 1 II‘45 ‘9 [l

Ejemplo: Para introducir 30°15’45” haremos: 30

El resultado es 30.2625°

Para ver cuantos grados, minutos y segundos son 30,2625° efectuaremos: 30.2625

El resultado es 30°15’45”
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@?&9 2. Responder. Justificar y registrar los procedimientos de calculo:

1) ¢ Cudntos grados sexagesimales mide:
a)undngulollano:___ b)unangulorecto:_
c)unangulodegiro_

2) éSon Verdaderas o Falsas estas proposiciones?

a) un angulo de 3002 estd en el cuarto cuadrante.

b) un dngulo de 1202 esta en el primer cuadrante

c) un angulo de 15002 estd en el cuarto cuadrante

d) 73,26° = 73° 3'52”

e) 90° = 89°59°60”

f) 90° - 25°43°37” = 64°16°23”

Sistema circular:

El Sistema Circular tiene como unidad el radidn, se utiliza en casi todas las
aplicaciones trigonométricas.

La medicion de un angulo en radianes se basa en la longitud de un arco de
circunferencia. Si situamos el vértice del angulo 0 en el centro de un circulo de radio r,
entonces 0 se denomina angulo central.

A cada angulo central le corresponde un sector circular y arco de circunferencia
correspondiente. Si designamos s a la longitud del arco subtendido por 0, la medida de

0 en radianes se define como:

. , . longitud de arco s
Medida del dngulo 0 en radianes = ————— =22 0=-
longitud de radio r
Fig. 3
Q s' La medida de un angulo en radianes no depende del
A tamario de la circunferencia. Esto podria

comprobarse tomando circunferencias concéntricas
de distintos radios.
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Angulo de 1 radian

0283+ Cuando la longitud del arco subtendido es
igual a la longitud del radio de la

circunferencia, el angulo mide un radian

Un dngulo 0, de una rotacion completa subtiende un arco de igual longitud que
el perimetro de la circunferencia, es decir, 2mr.

Una rotacion = s/r = 2rtr / r = 2t radianes
Angulo de un giro completo: equivale a 2m radianes.
Esto se denota: 2t 6 2i rad. En general en este sistema no se escribe la unidad.

El radian es un numero real, las fracciones de radianes no tienen una notacidn
particular.

Las siguientes figuras se muestran cuatro angulos en posicion normal de /2, -
n/2, my 3mrespectivamente.

A *_v

— Pk -

j’ -

(a) (b) (c) (d)

Fig 5

Es importante recordar que cuando para trabajar en el sistema circular, con
esta unidad, la calculadora debe estar en la funcion rad (radianes).
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=~ i .
= 3. Responder. Justificar:

1) éCuantos radianes mide?:
a)undngulollano:___ b)undangulorecto:_ c)unangulodegiro:_
2) éSon Verdaderas o Falsas estas proposiciones?
a) un angulo de 2,5 estda en el cuarto cuadrante.
b) un angulo de /3 esta en el primer cuadrante.
¢) un angulo de 10,2 esta en el tercer cuadrante.
3) Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique:
a)3,5 = n
b) /4 + 3n/4 = un angulo llano

c) mes la unidad en el sistema circular

Longitud de arco

Si quisiéramos conocer la longitud de un arco de circunferencia subtendido por
un angulo de amplitud 6, hacemos:

. p . longitud de arco
Amplitud del dngulo en radianes = S
longitud de radio r

Longitud de arco = amplitud del angulo en radianes . longitud de radio

s=0r

@3@ 4. Si un arco de circunferencia de longitud dada s subtiende el angulo
central O en un circulo, encontrar el radio de la circunferencia:

a)s=10cm ©0=4 b) s=3km 0=20°
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% 5. Encontrar la longitud del arco del sector en color de la figura6ayb.:

. . . ‘ /,\ N
/ / N 120° N,
i [ D)
\ 8cm / \ 9cm
T Figba Figbb

Medir distancias en la Tierra: La distancia entre dos puntos Ay B en la Tierra se
mide a lo largo de una circunferencia cuyo centro es C, en el centro de la Tierra y radio
igual a la distancia de C a la superficie (figura 7)
https://www.gauthmath.com/solution/1725482325980166/XI-La-distancia-entre-dos-puntos-
A-y-B-en-la-Tierra-se-mide-a-lo-largo-de-una-ci .

6. Si el didmetro de la Tierra es aproximadamente
distancia entre Ay B si el angulo ACB tiene la medida:

)))

a) 60° b) 45° c)1°

Fig 7

Equivalencias entre grados sexagesimales y radianes

| Grados H Radianes |
i w2
N .
mm\sz T \J 2
2707 Iwi2
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Conversion entre sistemas:

Para pasar de un sistema de medicidn a otro se puede utilizar cualquiera de las
equivalencias:

90°= m/2 180°= m 270°=-m 360°=2nm

N Ww

Utilizando la segunda equivalencia, para un angulo a’ en el sistema sexagesimal
y o un angulo en el sistema circular, se tienen las siguientes expresiones:

r;‘]?ﬁ 7. Responder. Justificar:

a) éA cuantos grados sexagesimales equivales 1 radidn?
b) ¢ Cudntos radianes mide un angulo de 1 grado?
c) Si se toma a m como 3,14 ¢qué medida de dngulo en grados sexagesimales se
obtiene?
d) Con ayuda de calculadora (o sin calculadora), pasar a radianes las siguientes
medidas:

i) 60° ii) 585° 20°45” i) -270°

iv) 115° v) 789° vi) 1025°

e) Con ayuda de calculadora (o sin calculadora), pasar las siguientes

medidas a sexagesimales:

i) 2 radianes i)8m i) -127

iv) 3n/4 v) 51t/4 vi) Tt

RELACIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS AGUDOS EN
TRIANGULOS RECTANGULOS

Como dijimos la palabra trigonometria se refiere a la medicion de los
tridngulos. A continuacién definiremos las seis razones trigonométricas de un angulo:
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seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante, como las razones de las
longitudes de los lados de un tridngulo rectangulo.

La figura 8 muestra el triangulo OAB que es rectangulo, entonces el lado AB se
denomina opuesto al angulo 0. El lado OA se llama adyacente al angulo 6. La
hipotenusa, OB, es el lado opuesto al angulo recto.

B B
Hipotenusa: Lado 8
opuesio
ad
\.E
A
0 Lado adyacente o ’ .
ad Fig. 8 A A’
Fig 9
Las seis relaciones trigonométricas de un dngulo agudo 0 en un triangulo
rectangulo se definen asi:
_longitud de catetoopuesto sen g — AB
longitud de hipotenusa e
longitud de catetoadyacente
0s0 = g - - y cosez%
longitud de hipotenusa OB
lonai
fan o — ongltud de catetoopuesto tan @ = AB
longitud de catetoadyacente
longitud de catetoadyacente
cotan 0 = g - y cotanez%
longitud de catetoopuesto A
longi I
Sec 6 — ! gitud de hipotenusa sec g = oB
longitud de catetoadyacente OA
longitud de hipotenusa
cosec 0 = g P cosec @ = o8

longitud de catetoopuesto

Las tres primeras se denominan relaciones trigonométricas directas. Las tres

ultimas son las relaciones trigonométricas reciprocas de las anteriores. O sea, en
simbolos se puede escribir:

1 1
cosec a = ; sec o = ; clg o = ——
sen COS g o

Los valores de las razones trigonométricas dependen Unicamente de la amplitud del
angulo y no de la longitud los lados del tridangulo rectangulo.
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Como lo muestra la figura 9, dos triangulos rectangulos con el mismo dngulo
agudo 6 son semejantes, y entonces las razones de los lados correspondientes son
iguales. Por ejemplo:

. . AB . io
En el triangulo OAB se tiene: sen @ = ﬁ Y en el triangulo OA'B”:
AB
sen 0 = -
OB
Pero como el triangulo AOB es semejante al tridngulo A’OB’, se tiene que
AB AP
OB OF

Asi encontramos el mismo valor para sen 0 sin importar cual sea el tridngulo que
utilicemos para calcularlo.

= Zd 8. Resolver las siguientes cuestiones.

a- Encuentre el valor de las seis
funciones trigonométricas del angulo hip

0 que nos muestra la figura. |
e N

b- ¢Qué se puede decir acerca de la unidad de estas seis razones? Considere que las
longitudes de los lados del tridngulo estan dadas en centimetro.

c). Un topoégrafo observa que en un punto A, situado al nivel del suelo a una
distancia de 25 metros de la base B de una torre de comunicacién, el dngulo entre
el suelo y el extremo superior de la torre es de 30°.Calcule la altura de la misma.

Uso de calculadora:

Es posible calcular los valores de las razones trigonométricas para cualquier
angulo mediante las calculadoras cientificas, con las teclas , y . Los valores
para cotangente, secante y cosecante se pueden encontrar por medio de la tecla de
reciprocos o bien Para hallar valores de funciones que correspondan a medidas
en radianes de un angulo, la calculadora debe estar en “modo” radianes (RAD). Para

valores correspondientes a medidas en grados, seleccione el modo grados.(DEG). Por

ejemplo: para hallar sen30° usamos la tecla SIN, EI 0,5, que es el valor.
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@‘ﬁ 9. Utilizar la calculadora cientifica para hallar seno, coseno vy
tangente de los siguientes angulos:

a) 120° b) 16° 35’ c) 60° 27” d) 260° 22’ 54”

e) 2 rad f) 5,5 g) 2m rad h)-3/2 =

Relacidn de la tangente en funcién del seno y el coseno

En un dngulo en posicién normal, se forma
un tridngulo rectangulo que tiene:

Cateto opuesto y, cateto adyacente x , y
como hipotenusa r. se cumple:

Teorema de Pitagoras: r= 4 X2 + y2 \

X
Por lo tanto: sen @ = y , C0S 0 = —
r r
Yy
Si se efecttia el cociente de estas dos expresiones, queda: séha _ r _ Y
cos a X X
r

Esto ultimo corresponde a la definicion de tangente del dngulo, por lo que se tiene:

Sen a
COS a

g a=

Angulos especiales

Los angulos que miden 0° (0 rad), 30° (r/6 rad), 45° (1t/4 rad), 60° (rt/3 rad) y 90°
(/2 rad) se dan frecuentemente en trigonometria. Por ello, y para evitar el redondeo,
damos a continuacién los valores de seno y coseno para estos angulos del primer
cuadrante.

@?ﬁ 10. Completar la tabla con la tangente de los angulos dados,
utilizando para ello la Ultima relacion obtenida.
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Grados 0° 30° 45° 60° 90°
Radianes 0 /6 /4 /3 /2
Seno 0 1/2 V2 /2 V3 /2 1
Coseno 1 V3 /2 V2 /2 1/2 0
Tangente

@?ﬁ 11. Encontrar “x” en la ecuacion:

tan?45° — c0s?60° = x sen 45° cos 45° tan 60°

= qf/)\ . .
= 12. Calcular el valor de:

i) tan? (%) + sen? (g) — sen? G) =

i) tan? (g) + cotan? G) — cotan? (g) + cos? G) =

Circunferencia Unidad o Trigonométrica

Si se considera una circunferencia de radio unidad (r=1), con centro en el origen
del sistema de coordenadas cartesianas O y un angulo central 6 comprendido por las
semirrectas OA 'y OP. El angulo 0 pertenece al primer cuadrante.

“A” es la interseccién del lado inicial del angulo con la circunferencia
trigonométrica.

“P” es el punto de interseccién del lado terminal con dicha circunferencia (Fig.
12).

Si se considera una perpendicular por P al eje X queda determinado un tridngulo
rectangulo OQP sobre el que se pueden aplicar las relaciones trigonométricas.
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Fig. 12

En el triangulo rectangulo OQP:

sen @ = E
oP

ComoOP=r=1 sen 0 =PQ
Asi también

cosé'zﬁ
OoP

ComoOP=r=1 cos 0 =0Q

El segmento que representa la
tangente de este angulo queda
determinado al trazar la
perpendicular al eje X por el
punto A hasta intersectar al
lado terminal del dngulo 6:

tan 0 = ﬁ
OA

ComoOA=r=1 tan O = AR

= 4 13. Determinar en cada una de las circunferencias

trigonométricas los segmentos que representan al

sena., cosa y tga.

a) b)

d)

’C@ Analizar cuales son los valores posibles para al sena, cosa y tgao.
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;ff) 14. Completar la tabla con los signos de las razones
trigonométricas, utilice la calculadora y las relaciones entre seno,
coseno, tangente, sus reciprocas y la ubicacidon de los segmentos
trigonomeétricos:

sen 0 cos 0 tan 0 cotan 0 sec 0 cosec 0

| cuadrante

Il cuadrante

Il cuadrante

IV cuadrante

Relacion Fundamental de la Trigonometria
Sea 0 un angulo cualquiera en posicion normal y sea P(x; y) un punto sobre el

. , . X
lado terminal del angulo. Por definiciéon: sen 9 = l, cos @ = —
r r

Por el Teorema de Pitagoras: x% +y?=r? P

2 2 2
Dividiendo por r?: (ij + [lj = [[j
r r r \

Reemplazando en [1]: (sen a)? + (cos a)? = 1

Esta relacién entre seno y coseno de un angulo se conoce como Relaciéon
fundamental o Identidad Pitagodrica:

sen?0 + cos?20 =1

Relaciones Trigonométricas Inversas

Si se conoce el valor de la relacién trigonométrica ées posible conocer el valor
del angulo correspondiente? si se sabe que sen o = 0,5 entonces ¢cuanto vale a?

Para conocer el valor del angulo, se utilizan las relaciones inversas. Cada relacién
trigonométrica tiene su inversa.

En ejemplo: écudl es el dngulo cuyo seno es 0,57.

a=arcsen 0,5 enlacalculadora «o =.

a =0, 523598775 (medida en rad) equivale a 1t/6.
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En otras palabras, el arco seno del numero 0,5 es un niumero ( angulo) medido
en radianes (si la calculadora esta en “modo: RAD”)

En la calculadora o en algunos textos se utiliza el simbolo: a =sen " a.

Nétese que el “-1” en sen™! x no es un exponente. Indica que es la funcién inversa
del seno.

(senx)™! = #+ sen”lx

nx

Si se trabaja con la calculadora en “modo: DEG” y se hace la pregunta écual es el
angulo cuyo seno es 0,5? podemos decir que la respuesta es 30°. Entonces: a = arc sen
0,5=30°

Por otra parte, sen a = 0,5 es un valor positivo y en un giro completo de
circunferencia, 0° < a < 360°, el seno es positivo en el primer cuadrante y en el
segundo cuadrante, entonces:

a=30° o a=180°-30°=150°

Uso de calculadora

Para encontrar el valor del angulo a partir del coseno del mismo. Ejemplo: Si cos
B= 0,456 la secuencia a realizar seré: INV] (o SHIFT) [c0S][0,456 H 69,856339

Si la calculadora estd en modo DEG (sistema sexagesimal). Para expresarlo en H

]ﬂ, presionar se obtiene: 69° 51°22,8".

Si la calculadora esta en modo RAD (sistema circular)

B=arccos0,456 haciendo ‘INV‘ ‘COS‘ O,456‘By obtendras el numero 1,0973008

En general:  Sisen 0 =x= 0 =arcsenx
Sicos O =x = 0 =arccos x

Sitan O =x = 0 =arctan x

Asi también, las inversas de las reciprocas son:
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0 = arc cotan x 0 = arc sec x 0 = arc cosec x

rz“]?ﬁ 15. Determinar el valor de:

a) cos(arc sen g) b) sen(arc cos(— g)) ¢) tan(arc tan <_ E))

2 V3 7
a)arc sen =+ arcsen —=—m
V2 2 12

b) arc tan %+ arctan1l =arctan 0

= 16. Verificar si las siguientes igualdades son verdaderas.
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NUMEROS COMPLEJOS

Los numeros complejos son una extensién de los numeros reales ( R ), este
conjunto de numeros se designa con la notacién(C), siendo R el conjunto de los nimeros
reales se cumple que Rc C, R esta estrictamente incluido en C. Los nUmeros complejos
son la herramienta de trabajo del algebra, analisis, asi como ecuaciones diferenciales,
facilitacion de cdlculo de integrales, tienen aplicacion en muchos campos de la
matematica pura y aplicada, en fisica y en ingenieria.

Nuestra intencién no es ahondar en el estudio del conjunto numérico C,
estudiaremos cuestiones basicas referentes al mismo.

Analizar los siguientes ejemplos de ecuaciones y a qué conjunto
numérico pertenecen sus resultados.
é¢Todas pueden resolver en R? completa la tabla

Ecuacion Soluciones El resultado
pertenece al Conj:

x2=9 3,-3
!
x? =5 V5, VB
x?=-9 é?
éCual es la solucién de x? = —9. Si los cuadrados de nimeros reales nunca son

negativos?. Para resolver esta ecuacion, necesitamos el Conjunto de numeros complejos

C, que incluye tanto a R como a nimeros que son soluciones de ecuaciones sin resultado
en R.

Unidad imaginaria, denotada por i, que tiene las siguientes
propiedades:

i=v-1 i?2=-1
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Como el cuadrado de la unidad imaginaria i es negativo, la letra i no representa
un numero real. Es una nueva entidad matematica. Asi, la solucidn de la ecuacién x? =
—9 la calcularemos haciendo

X:\/—_: 1/9(—1 = \/6\/—_1= +3i, -3i
3y -3 son numeros reales.

Al producto de un nimero real por la unidad imaginaria se lo denomina nimero
imaginario. El Conjunto de los Niumeros Complejos, C, esta formado por los nimeros
reales unidos a los nUmeros imaginarios.

Una forma de representar un nimero complejo es la denominada:

Forma Bindmica: a + bi,

ay b son numeros reales.

Dadoz=a+bicona;b eR, aeslapartereal dezyb esla parte imaginaria de

Se escribe a =Re (z), b =Im (z).

Por supuesto que la ampliacién requerida para R no se obtiene simplemente
agregando los nimeros imaginarios. Se debe verificar que en el conjunto de los nimeros
complejos, la definicidn de las operaciones ya conocidas en R tengan sentido. Asi, con el
fin de construir adecuadamente este nuevo conjunto, C, se definen:

Terminologia Definicion Ejemplos

Numero complejo a + bi, donde a 'y b son nimeros 3,2+i, 4i
realese i? = —1

NUmero imaginario a+bi conb=0 3+ 2i -5i

NUmero imaginario bi conb =0 -4 V3i i

puro

Igualdad a+bi=c+di siysolosi X+yi=3+4i siysolo
a=cy b=d six=3ey=4

La definicion de igualdad implica que:
Siz;weC; z=w & Re(z)=Re(w) A Im(z) =Im (w)
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Nétese que los nimeros imaginarios puros son un subconjunto de los numeros
imaginarios y los nUmeros imaginarios son un subconjunto de los nimeros complejos.
Usamos la frase “nimero complejo no real” indistintamente con “ndmero imaginario”.

En Cse definen dos operaciones: suma y producto como se indica en la siguiente
tabla:

Suma (@a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i (2+4i)+(5+2i)=7+6
i

Producto (a+bi)(c+di)=(ac-db)+(ad+bc)i (2+4i)(5+2i)=2+22i

Para realizar las operaciones:

Suma: sumar parte real con parte real e imaginaria con imaginaria

Producto: (a + bi) (c + di) se aplica leyes distributivas (bi) (di) = bdi? = bd(-1) = -bd
Se sustituye: 2 por — 1.

Ejemplos:

a)(3-=5i)+(7+i) =(3+7)+(-5+1)i = 10—4i
b)(3+4i)(2+5))=3.2+3.5i+4i2+4i5i=6+15i+8+20i%=

=6+15i+8i+20(-1)
=-14+23

Otras definiciones:

Terminologia Definicién
Diferencia (resta) (@+bi)=(c+di)=(a—c)+(b—-d)i

Multiplicacion por un nimero real k  k (a + bi) = ka + (kb)i

rﬁ 17. Resolver:
1) (a) 4 (2 + 5i) — (3 —4i) (b) (4-3i)(2+1) (c)i(3-2i)?
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,?Ff’y 18. Determinar:

1) x e yde modo que z1 + 22 =0. z1=(2x+1) +yi vy Z=-y+2i.

2) los valores de m y n para que el nimero complejo z=(m?-4) + (n®-27) i sea un
imaginario puro.

@7ﬁ 19. Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
Justificar resolviendo:

, . 1 2. 1 2. . .
a) Los numeros complejos _§+§I y —g—gl son soluciones de la ecuacién

5x2 +2x+1=0

b) La ecuacién x* —1=0 tiene una Unica solucién en Cy esa solucién es 1.

Potencias de la unidad imaginaria

A partir de la cuarta potencia, los resultados se repiten: i*= 1; i°= i, i®= -1; i’= -i

¢Coémo justificas esto?

Los valores se repiten de cuatro en cuatro, por eso, para saber cuanto vale una
determinada potencia de j, se divide el exponente entre 4, y el resto es el exponente de
la potencia equivalente a la dada. Por ejemplo:

i?2=-1 (22 dividido 4 da cociente 5y resto 2, como i’>= -1, entonces i?2 = -1)

=~ :
= 20. Resolver :

a)i%.  b)(-°)3 c)ite,
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Conjugado de un nimero complejo

Siz = a+ bi es un nimero complejo, entonces su conjugado, denotado por z

esa—bi.
Propiedades de conjugados Ejemplos
(a+ bi)+ (a-bi)=2a (4+3i)+(4-3i)=4+4=2.4=8
(a + bi) (a - bi) =a? + b? (+3i) (4-3i)=4%2—(3i)?> = 4%32{2 =42 +32=25

La suma y el producto de un nimero complejo y su conjugado son numeros
reales.

Los conjugados son utiles para hallar inversos multiplicativos de a + bi, Gib o
para simplificar cocientes de dos numeros complejos.

Cociente de numeros complejos en forma bindmica

Para poder dividir dos nimeros complejos, debemos valernos de una propiedad
de los numeros reales, que establece que si en toda fraccién multiplicamos el
numerador y el denominador por un nimero real distinto de cero, dicha fraccién no
cambia.

Esta propiedad se extiende al campo de los numeros complejos, de tal manera
gue para dividir dos complejos, multiplicamos el dividendo y el divisor por el conjugado
del divisor, es decir, siz1 =a + bi y z; =c +di, el procedimiento general es:

7, 2.7, (a+bi)(c—di) =ac+a(—di)+bci—bdi2 _ (ac+bd) —(ad —bo)i
2, 2,.7, (c+di)c—di) c? +d? c? +d°

. . . . z, ac+bd ad-Dbc.
y la expresion del nimero complejo cociente es: — =

z, c’+d* c?+d?

Ejemplo: Dados los complejos z1=2-4i z; =-1+ 3i

7, 2-4i _ (2-4i)(-1-8) -2-6i+4i-12_
z, -1+3i (-1+3i)(-1-3i) (-1)2+(3)°

—— — i
10 10 10 5 5
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a)

9+ 3i 3-5i
El plano complejo - Representacion grafica

Puesto que los numeros complejos estdn definidos como pares ordenados de
numeros reales, resulta natural representarlos en el plano, asignando a cada z=a + bi el
punto de coordenadas cartesianas (a ; b). Es claro entonces que a cada nimero complejo
le corresponde un punto del plano y que cada punto del plano representa un nimero
complejo. Este modelo geométrico de C sera llamado el plano complejo.

b z=a+t+hi

Eje real 4

Eje imaginario

Ejemplo: Grafiquemos en el plano complejo:
a)z=1+2; b) w=4+3i; c)-z; d)z; e)z+w; f)z—w

o ZHW

I
M
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(;jﬁf) 22. Resolver: Dados z = 1+3 i y w = 4+2 i, representar en el plano los
siguientes numeros complejos

a)z b) w c)z+w dz—-w e)—z f) 2z g) (1/2) w
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ACTIVIDADES PROPUESTAS

jPara seguir avanzando!

Actividad 1: Expresar en radianes cada uno de los angulos siguientes
a) 30°
b) 135°
c) 25°30°
d) 42° 24°35”
Actividad 2: Expresar en grados, minutos y segundos cada uno de los dangulos
siguientes
a) /3 rad b) 5/9 mrad c)2/5 nrad d)4/3 nrad

Actividad 3: Un angulo central determina un arco de 6 cm en una circunferencia
de 30 cm de radio. Expresar el dngulo central 0 en radianes y en grados.

Actividad 4: Una via férrea ha de describir un arco de circunferencia. ¢ Qué radio
hay que utilizar si la via tiene que cambiar su direccidn en 25° en un recorrido de 120 m?

Actividad 5: Encontrar los valores de las razones trigonométricas de los angulos
agudos del triangulo rectdngulo ABC, dados:a)a=1,b=1; b)a=2,b=5.
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Actividad 6: Una antena de 20 m de altura, se encuentra sujeta por un cable de
35 m. Calcular la distancia existente entre la base de la antena y el extremo del cable.

Actividad 7: ¢Cual es el angulo de inclinacién del sol cuando un objeto de 6m
proyecta una sombra de 10,3m?

Actividad 8: Un alambre de suspension mide 13,6 m de largo, y estd sujeto a un
poste a 6,5 metros sobre el nivel del suelo ¢Que angulo forma el alambre con el suelo?

Actividad 9: Problemas que involucran a aplicacion de trigonometria a resolucién de
triangulos rectangulos

a. Calcular la altura que debe tener una escalera para que apoyada en una pared
alcance una altura de 2,85m, al formar con el plano del piso un angulo de 1 radian.

b. La cuerda de un barrilete forma un angulo de 31240 con el nivel del piso y
tiene una longitud de 45, 5 metros ¢ A qué altura se encuentra el barrilete?

c. Una persona se encuentra a 120m de un arbol, y observa que la linea visual de
la punta del arbol forma un angulo de 32° con la horizontal. Calcular la altura del arbol
sobre el nivel de sus ojos.

d. Calcular la superficie de un tridngulo isésceles de 151m de base, sabiendo que
el dngulo opuesto a ella es de 105212°40.
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